Capitulo 1

Limites y Continuidad

1.1 Definicién y ejemplos

El concepto de limite es la base del cédlculo diferencial e integral. Su idea intuitiva es simple, aunque
su formulacién rigurosa un poco técnica. En palabras, una funcién f tiene el limite [ cuando z tiende
ax=a,si f(x) estd cerca de | cuando x estd cerca de a. Dicho de otra manera, si f(x) se acerca a
l cuando x se acerca a a. Debemos precisar lo que queremos decir con “estar cerca de”, o “acercarse

a”.

Modificando un poco nuestra definicién, diremos que f tiene el limite [ en x = a, si para que f(z) esté
suficientemente cerca de [, basta que x esté suficientemente cerca de a. Ahora tratemos de escribir esto
en términos més rigurosos: f(z) suficientemente cerca de [ significa que |f(z) — | < ¢, donde € es un
nimero positivo (tan pequeflo como queramos). Antes de establecer la definicién rigurosa, debemos
notar que al hablar de un limite, no interesa realmente el valor que la funcién toma en zg, sino los
valores que toma esta en puntos cercanos a dicho punto pero distintos de este.

Definicion 1 Considere la funcion f definida en un intervalo abierto I, excepto posiblemente en
x = a. Decimos que f tiene el limite | € R cuando x tiende al punto a, si a todo € > 0, corresponde
al menos un § > 0 tal que

O<|z—al<d=|f(zx)-I <e.
En tal caso se escribe

lim f(z) =1.

r—a

Si no existe [ € R con esta propiedad, se dice que el limite de f en a no existe en R.

Ejemplo 1 Para f(z) = c tenemos que lim f(z) = ¢, para todo a, pues dado € > 0, se tiene

r—a
|f(z) —c|=0<e¢g, Vz € R,
y entonces cualquier § funciona.

Ejemplo 2 Para f : R — R definida por f (xz) = x (funcion identidad), se tiene que lim f(x) = a.
En efecto, ndtese que
|f(x) —a| = |z —a|] <e¢,

siempre que 0 < |z — a| < &, es decir, § = € funciona.
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Ejemplo 3 Para f(z) = 2z — 1 tenemos que lim2 f(z) = 3. Para verificar esto note que

|f(z) = 3] =22 — 4| =2]z — 2| <,

siempre que |v — 2| < 5. Entonces 0 = 5 funciona en la definicion.

Ejemplo 4 En general, la funcion afin definida por f(x) = max+b satisface lim f(x) = ma+b = f(a).

Tr—a
El caso m =0 ya fue tratado. Si m # 0 se tiene

[f(z) = f(a)| = [m][x —af,

y consecuentemente, tomando 6 = ﬁ se obtiene

[z —al <5 = |f(z) - fla)| <e.

Ejemplo 5 Para f(z) = x° tenemos lirn0 f(z) = 0. Para ver esto ndtese que
Tr—

If(z) -0l <eer’<ee |z < Ve
Entonces 6 = /e satisface la implicacion.

Ejemplo 6 Para f(z) = 2 tenemos lim2 f(z) = 4. Verificar esto es un poco mds complicado que el
Tr—

ejemplo anterior. Empecemos observando que
[f(z) —4] = |z +2||z - 2.

La idea es que cuando x estd cerca de 2, x + 2 es positivo y acotado. Para precisar, si tomamos una
primera restriccion: |x — 2| < 1, se sigue que —1 < x —2 < 1, y entonces 3 < x + 2 < 5. Luego

lt—2|<1l=|z+2|<b=|f(x) —4] < 5|z —2|.

Si ademds |z — 2| < £, obtenemos |f(z) —4| < e. Consecuentemente, al tomar § = min (1,£) se
obtiene que
|z —2| < 0= |f(x) —4] <e.
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Ejemplo 7 Considere la funcion f(z) = ﬁ, para x # 0. Entonces lirr%)f(x) no existe. Este hecho

es geométricamente obvio, ya que f(x) =1 six > 0, y f(x) = —1 para x < 0. Para demostrarlo
procedemos por contradiccion, asumiendo que el limite si existe. Entonces escribimos | = lir% f(x).
Tr—

Aplicando la definicion con € = 1 tenemos que exite § > 0 tal que
O<|z|<d=|f(z)=1 <1.

Pero para 0 < x < § obtenemos |1 — 1| < 1, y entonces I > 0. Similarmente, para —§ < z < 0
obtenemos |1 +1| < 1, de donde I < 0. Como esto es contradictorio, el limite no existe.

Ejemplo 8 De una manera similar se puede demostrar que para la funcion definida por
|1 sizeQ
)= { 0 siz¢gQ

no existe el limite lim f(x). De hecho no existe el limite lim f(x), para ningin a € R. La demostracion

x—0 r—a

se basa en densidad de Q e I, y se deja como ejercicio.

1 1
Ejemplo 9 EI limite lin}J — no existe en R. En efecto, si existiera, escribimos limo — = l. Entonces
x—0 T z—0 2

para € = 1 existe § > 0 tal que

1
O<|x|<5:>‘2—l‘<l.
x

1
VI +1

contradiccion nos permite concluir que el limite no existe en R.

1
Pero para 0 < x < min <6, ) tenemos — > |l| +1 > 1+ 1, lo que implica |9712 fl| > 1. Esta
x

Ejemplo 10 Para la funcién definida por

_J 2z4+1 siz<O
f(a:)—{ 1—22 sizx>0

se tiene lir% f(z) = 1. En efecto, si x > 0 tenemos que
xr—

|f(x) — 1] = 2% < ¢ cuando z < /e.

Sixz <0, |f(z)— 1] =2|z| <& cuando |z| < §. Luego debemos tomar § = min (5, \/€) .
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En algunos de los ejemplos anteriores, se observa que la funcién f estd definida en a, y que el limite
es precisamente f (a). En tales casos decimos que la funcién es continua en a.

Definicién 2 Se dice que una funcion f es continua en a, si f estd definida en algin intervalo abierto
I, cona €1, y ademds

lim f («) = f (a).

r—a

Es decir, para cada € > 0, existe al menos un § > 0 tal que:
[z —a| <= |f(x) = f(a)] <e

Notese que la definicién anterior tiene implicitas las siguientes hipétesis: f estd definida en a, el limite
de f existe en x = a, y dicho limite coincide con la imagen de a. Cuando f no es continua en a, se
dice que es discontinua en a.

Ejemplo 11 Como ya vimos, en el caso que f sea una funcién constante definida por f (x) = ¢, se
tiene lim f (x) = c= f(a). En otras palabras, las funciones constantes son continuas en cada punto.
r—a

Similarmente, la funcidon identidad es continua en cada punto a € R.
Ejemplo 12 La funcion raiz cuadrada, es continua en cada punto a > 0. En efecto, ndtese que

|z — al | — al

Vetia ™ a o

f () = f(a)] = |V& - Va| =

para cada x > 0. Para § = min (a,e/a) se obtiene que

|z — al
Vva

La condicion 6 < a se impone para que x sea positivo, es decir, pertenezca al dominio de f.

lt—al<d=0<zy

<e=|f(x)— f(a) <e.

Ejemplo 13 La funcién definida por f(z) = a2

ejemplo previo se tiene lin12f (x)=4=f(2).

, €s continua en x = 2, Pues como vVimos en un

Definicién 3 Se dice que una funcion f es continua en un conjunto A, si es continua en cada uno
de sus puntos.

Ejemplo 14 La funcion identidad es continua en todo R. Mads generalmente, toda funcidon afin,
definida por f (z) = mz + b, es continua en R.
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Ejemplo 15 La funcidn ratz cuadrada, es continua en I =)0, 00[. En efecto, como vimos en el ejemplo
12 se tiene que lim \/x = v/a, para a > 0.
r—a

Ejemplo 16 La funcion f, definida por f(x) = & es continua en R*. Por ejemplo, para a > 0

x|

tenemos f(x) =1 en |x — a| < a, y entonces

lim f(z) =lim 1 =1= f(a).

r—a r—a

Note que f es discontinua en el origen, pues f(0) no estd definida. Es mds, aunque se definiera f(0),
f seguiria siendo discontinua en ese punto, pues el limite no eziste.

En el ejemplo anterior, se utilizé implicitamente el siguiente resultado, el cual dejamos como ejercicio.

Lema 1 Suponga que lim f (z) =1, y que g(x) = f(z) para 0 < |x — a| < §, (para algin §, > 0).

Entonces lim g (x) = 1.

1.1.1 Continuidad secuencial

Dado que disponemos de la nocién de convergencia de sucesiones y sus propiedades bdsicas, el estudio
de limites de funciones se simplifica notablemente, con respecto a las presentaciones clédsicas que el
lector puede encontrar en la literatura. La base de tal simplificacién es el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea f una funcion definida en el intervalo abierto I, y se a € 1. Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(i) f es continua en a
(ii) Para cada sucesion (xy) en I, tal que x, — a, se tiene que f (z,) — f(a).

Prueba
Para demostrar que () implica (i7), consideremos una sucesion (z,,) en I, tal que z,, — a. Dado € > 0,
la continuidad de f nos dice que existe § > 0 tal que

|z —al <d0=|f(z)— f(a)] <e.
Luego, como z,, — a, existe N € N tal que |z,, — a] < § para cada n > N. Se sigue entonces que:
n>N= |z, —a|<d=|f(rn) — f(a) <e.

Esto demuestra que efectivamente f (z,) — f (a).

Reciprocamente, supongamos que f no es continua en x = a. Debe existir entonces un € > 0 tal que:
Para cada § > 0, existe x5 € I que cumple |z —a| <3y |f (z) — f (a)] > e.

En particular, para § = 1 debe existir z,, € I tal que |z, —a| < 2 y |f(z,) — f (a)] > €. Pero

ﬁ
entonces x, — a 'y f(z,) - f (a), es decir, no se cumple (i7). Hemos demostrado asi que (ii) implica
(i) por medio de la contrapositiva. O

Ejemplo 17 La funcién definida por f (x) = 2, es continua en todo R. En efecto, sea a € R y sea
(zn) una sucesion tal que x, — a. Por las propiedades de convergencia de sucesiones se tiene que

22 — a?, es decir, f(z,) — f(a).
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Ejemplo 18 Toda funcion polinomial es continua en R. Al igual que en el ejemplo anterior, esto se
deduce del resultado correspondiente de sucesiones. Dejamos al lector los detalles.
_ 2°—62+3

Ejemplo 19 La funcién definida por f (x) = *—2%, es continua en R — {5} . En efecto, sea a # 5.

Sea () una sucesion en R — {5}, tal que x,, — a. Por las propiedades de las sucesiones se tiene que:
x2 — 6z, + 3 . a® —6a+3 B
Ty — O a—>5

f(zn) =

f(a).

El teorema anterior fue establecido para funciones continuas. Con una pequena modificacion, se puede
utilizar para el célculo de limites en general. Para esto, establecemos primero un lema de gran utilidad
tedrica.

Lema 2 Sea f: I — {a} — R una funcion dada. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) FEuziste el limite de f cuando © — a

(ii) Eziste una funcion f: I — R, continua en a, y tal que f(w) = f(z) para cada x € I — {a}.

Prueba
Si se cumple (i), se define f (a) = lim f(z),y f(x) = f (z) para cada & € I — {a} . Entonces
lim f () = lim f (2) = f (a),

asf que f es continua en a.
Reciprocamente, si se cumple (ii), entonces

lim f () = lim f(z) = (a),

T—a rT—a

lo que significa que se cumple (i). O

Definicién 4 Cuando una funcién no es continua en a, pero existe el limite lim f(x), se dice que la
r—a

discontinuidad en a es evitable. Si por el contrario, el limite no existe, se dice que la discontinuidad
es inevitable.

Ejemplo 20 La funcion definida por f(x) = é—‘, tiene una discontinuidad inevitable en el origen,

dado que no existe el limite en ese punto.

Ejemplo 21 Considere la funcién definida por f (z) = %7 para cada x # 1. Ndtese que
—1)(xz—2
f(x):—(x )(ai ):x—2, para x # 1.
T —
Se sigue entonces que lin%)f (z) = —1. En efecto,

[f (@) = (=D =z —1] <&,

siempre que |x — 1| < e. Es decir, tomando § = ¢ se satisfacen las condiciones de la definicion de
limite. En este caso, se tiene entonces que f tiene una discontinuidad evitable en a = 1. Si se define
f(0) = =1, se obtiene una funcion continua en a = 0.



Limites y Continuidad S. Cambronero 7

La demostracion del teorema que sigue no difiere en gran medida de la del teorema anterior. Se deja
al lector escribir los detalles.

Teorema 2 Sea f una funcion definida en I —{a}, donde I es un intervalo abierto, y sea a € I. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) Existe el limite [ = lim f (x)

T—a
(i) Para cada sucesion (x,) en I —{a}, tal que x,, — a, se tiene que f (x,) — .

Ejemplo 22 Consideremos la funcion [ definida por f(x) = ﬁ, para x € RY. Si (z,) es una
sucesion en R*, tal que x,, — 0, se tiene

Tn Ty (\/xn +1+ 1)
n = = =\ n 1 1 2.
f(@n) Vi, +1-1 (xn+1)—1 oLl

Se sigue entonces que lir%f (x) =2.
r—

Ejemplo 23 Analicemos la funcién del ejemplo 8, mediante el uso del teorema anterior. Dado a € R,
considere una sucesion de racionales (x,), tal que x, — a, y una sucesion de irracionales (t,), tal
que t, — a. Se tiene f(x,) =1 — 1,y f(tn) = 0 — 0. Si el limite existiera en a, estas sucesiones
deberian tener el mismo limite. Por lo tanto, el limite no existe.

1.1.2 Propiedades

Para poder desarrollar técnicas de cdlculo de limites, vamos a establecer ahora las propiedades bésicas
de esta teoria. Los teoremas anteriores nos sugieren que no hay mucha diferencia con respecto a las
propiedades conocidas sobre convergencia de sucesiones.

1. Si lim f(z) = I, y ¢ es una constante, entonces lim ¢f(z) = ¢l. En particular, si f es continua
r—a r—a
en a, se sigue que cf es continua en a.
En efecto, si a # x, — a se tiene f (z,) — I, y luego cf (x,,) — cl. Para el caso en que f es
continua en a, se aplica lo anterior con I = f (a).

2. Si lim f(z) =1l;, y lim g(z) = l2, entonces lim [f(x) + g(x)] = l; + l2. En particular, la suma
r—a r—a r—a
de funciones continuas es continua.
Sia # x, — a, se tiene f(z,) — l1, y g(xn) — la, y por las propiedades de convergencia de
sucesiones se tiene que f(z,) + g (n) — l1 + lo. Esto demuestra el resultado.

3. Si lim f(z) =11, y lim g(x) = l2, entonces

r—a

lim [c1 f(x) + c2g(x)] = c1ly + calo,

r—a

para todo par de constantes ¢1, ca € R. En particular lim [f(z) — g(x)] =1 — l2. Ademéds, si f
Tr—a

y g son continuas en a, se sigue que c; f + c2g lo es. La demostracién se deja como ejercicio.

4. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) lim f(z) =1

r—a

(b) lim (f(z) =) = 0
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(¢) lim |f(z)—1] =0.

Esto es consecuencia directa de la definicién. Alternativamente, se puede aplicar el resultado
referente a sucesiones.

5. (Ley del emparedado) Suponga f(z) < g(z) < h(x), para € I — {a}, donde I es el intervalo
abierto, con a € I. Si lim f(z) = lim h(z) = [, entonces lim g(z) = .

En efecto, sea (x,) una sucesiéon en I —{a}, tal que z, — a. Entonces f (z,,) — 1y h(x,) — I,
y como f(z,) < g(x,) < h(z,), se sigue que g(z,) — [ (por la ley del emparedado para
sucesiones). Se invita al lector a ensayar una demostracién directa, utilizando la definicién.

6. Si lim f(z) =1, entonces lim |f(x)| = |I].
Tr—a Tr—a
Por una de las consecuencias de la desigualdad triangular se tiene que
@) =l < |f(=) = 1]

Esto, unido con las dos propiedades anteriores, nos da el resultado. Se invita al lector a demostrar
esta propiedad usando sucesiones.

El reciproco es falso. Por ejemplo

f1 six €Q,
f(x){ -1 siz¢Q.
En este caso tenemos lim |f(x)| = 1, pero lim f(x) no existe. En el caso | = 0 s es cierto el
r—a rT—a

reciproco (ver los ejercicios)

7. (Ley del producto) Si lim f(z) =1, y lim g(x) = I3, entonces
r—a r—a

lim f(z)g(x) = l1ls.

r—a
En particular, el producto de funciones continuas es continua. La demostracién se deja como
ejercicio.
8. Si ;1_191 f(z) =1> 0, entonces existe § > 0 tal que f (z) > £, para 0 < |z — a| < §. En particular,
f es positiva para tales valores de .
Para demostrar esto, tomamos ¢ = £. Por definicién de limite, existe § > 0 tal que | f (z) — | < &
para 0 < |z — a| < §. Pero entonces f (z) > £ >0, para 0 < |z — a| < .

Se invita al lector a enunciar y demostrar el resultado andlogo para | < 0.

l
9. (Ley del cociente) Si lim f(z) =1y, y lim g(z) = Iy # 0, entonces lim f@) = 1 En particular,
T—a T—a T—a g(m) lo
el cociente de funciones continuas es continua en su dominio.
Usando la propiedad anterior, existe § > 0 tal que g (z) # 0 para 0 < |z — a| < §. Luego, 5 estd

bien definida en I — {a}, con I =]a — §,a + §[. Ademss, si x,, — a se tiene

(=562
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Ejemplo 24 Ya habiamos observado que toda funcién polinomial es continua en R. La propiedad 9
nos permite concluir que, si p(x) y q(x) son polinomios, y q(a) # 0, entonces

o P2) _ pla)

i—aq(z)  q(a)’

Es decir, la funcion racional % es continua en todo punto de su dominio.

Ejemplo 25 Considere la funcion

—2x stx <0
f(x){ x? siz>0.

Entonces lin%) f(x) = 0. Este hecho puede verificarse facilmente, dado que para 0 < |z| < 1 se tiene
T—

0 < f(z) < 2|z|. Por la ley del emparedado se obtiene el resultado.

Ejemplo 26 Considere la funcion

r sizeQ
g(m):{ 0 sizé¢Q.

Entonces g es continua en a = 0. En efecto, dado que —|z| < g(x) < |z|, por la ley del emparedado
se sigue que

lim g() = 0= g(0).

xr—

Vamos a demostrar que el limite lim g(x) no existe para a # 0. En efecto, si tal limite existiera,
Tr—a

entonces existiria el limite lim f (x), donde
r—a

gx) [ 1 sizeQ
Tz |0 sizdQ.

Pero ya sabiamos que tal funcion no tiene limite en ningin a.

Ejemplo 27 Demostrar que lir% vz +1=1. Para ver esto note que para todo x > —1 se tiene
Tr—

(Vz+1-1) (Vo +1+1)
vez+1+1

El resultado se sigue del teorema del emparedado.

_ =
< .
1

Vo 1+

|\/$+1—1|=‘

22 4+2x -3
2 —1
tamente, pues los limites en el numerador y denominador son ambos 0. Sin embargo, para x # 1 se

tiene

Ejemplo 28 Para calcular el limite lim1 , no podemos aplicar la regla del cociente direc-
Tr—

2 +2r—-3 (+3)(z—-1) z+3

2—1 (z+1D)(z—-1) =z+1

Luego

x4+ 22 -3 . rx+3 4

lim = lim = - =2
=1 z2 -1 a—lx+1 2
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Ejemplo 29 Un problema similar se presenta con el limite lim . En este caso, racional-

T
201 —/z + 1
izando el denominador se tiene:
1+vVz+1
v _oldverl) e
1—vz+1 1—(x+1)

Luego

. X .

(Ver el ejercicio 4 para el ultimo paso.

1.1.3 Ejercicios

1. Calcule los siguientes limites, justificando sus pasos con base en las propiedades estudiadas.
3
. 2 . x° + 4dr —5 . 3 2 2
B e 1), By TR, (0 20 )”
2
3 4+dx -5 1 o 22 -1 3
i T ()t | (T e) Ve
2. Calcule
. 2 —25 . z? —25
lim ——— lim —.
z——5 22 + Tx + 10 a—5 12 4+ 7z + 10

3. Demuestre usando la definicién la existencia de cada uno de los siguientes limites:

1
lim (3x2 + 1) , lim —, lim z3,
T—2 r—2 I rz——1
lim (9:2 + 3x) , lim , lim 22
r——1 z—3 xr + 1 T—a

r—a

4. Si lin% f(z) = I, demuestre que lim f(x —a) = I. Reciprocamente, si lim f(z) = I, entonces

lir% f(z + a) =1. Use esto para calcular
lin%) va+4, lir% vozx + 3.

5. Halle los siguientes limites:

z—1 (e +1° -1 . 22 —51+6
im lim ——— lim ——
z—1 a3 — 1 2—0 T 3 Tz —3
V2 +T7T-3 . V1+2x—V1+3z . 1—+1-—22
lim ————  lim lim
x—2 r—2 x—0 T+ 2:E2 x—0 xX

6. Demuestre la unicidad del limite. Esto es, si lim f(z) ={; y lim f(z) = lo, entonces Iy = 5.
Tr—a r—a

7. Demuestre con todo detalle que lim f(x) =1 sii lim |f(z) — | = 0.

r—a

8. Si lir% f(z) =1,y ¢ # 0, demuestre que lir% flex) =1
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Use induccién para demostrar que si lim f(z) =1y n € N, entonces lim (f(z))" = I". Si ademéds

r—a r—a

[ # 0, demuestre que lim (f(z)) " =1"".
Suponga que la funcién f satisface la desigualdad
|f(z) =1 <clz—al, para 0 < |z — a] < do,

donde §p > 0. Demuestre que lim f(z) =1.

r—a

Si lir% f(z) =1, demuestre que lir% f(2?) = 0. Dé un ejemplo en el que limO (f(2))? y lim f(z?)

"c—>0
existan, pero lir% f(x) no exista.
xr—

Demuestre que si lim (f(z))® = 0, entonces lim f(z) = 0.
r—a r—a

Sea f : I — R continua en a € I. Demuestre que f es acotada cerca de a. Es decir, existen
do >0y M > 0 tales que
|f(z)] < M, para |z —a| < dp.

Demuestre que los siguientes limites no existen en R:

1 .|z —3]
lim lim .
x—0 |x| z—3 r— 3

Suponga que z € I, que lim f(z) existe, y que:

A< f(z) < B, parazx € I — {a}.

Demuestre que A < lim f(z) < B.

Si lim f(x) =1 > 0, demuestre que lim /f(z) = v/1. Calcule
m\/x—i—? 3z +1 Vr+T7-3
2x+2-2 r+2’ Vr+2-2

Suponga que |g(7)| < ¢, para x € I —{a}, y que lim f(x) = 0. Demuestre que lim f(x)g(z) = 0.

Si lim f(z) y lim (f(z) + g(x)) existen, demuestre que lim g(z) también existe. Dé un ejemplo
T—a T—a T—a

en el que lim (f(x) + g(x)) exista, pero no existan los limites lim f(z) y lim g(x).
r—a r—a r—a

Si lim f(z) y lim f(z)g(x) existen, jse puede concluir que existe lim g(z)? Demuestre o dé un
r—a Tr—a

r—a

contraejemplo.
Considere la funcién f : R} — R definida por f(z) = /z, con n € N. Demuestre que

o o
(%)"‘1 + ({I/E)n_2 {L/&'i' R (%)n—l - (wyt—l’

para a,z > 0. Concluya que f es continua.

[f(z) = fla)] =
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21. Considere la funcién f : R — R definida por f(z) = {/z, con n € N impar. Demuestre que f es
continua.

22. Sean f,g: R — R continuas, tales que f (r) = g (r) para cada r € Q. Demuestre que f = g.

23. Sea f: R — R tal que f(z+y) = f(z) + f(y), Vx,y € R, y suponga que existe lir% flz)=1.
(a) Demuestre que f(0) =0, y que f (—x) = —f (x) para cada x € R.
(b

)
) Demuestre que [ =0, y que f es continua en todo R.
¢) Demuestre por induccién que f (nx) = nf (z) para cada z € Ry n € N.
)
)

(
(d

(e) Usando el ejercicio 22, concluya que f () = ax para cada x € R.

Usando lo anterior, concluya que f () = ax para cada z € Q, donde a = f(1).

1.2 Limites laterales

Si f :]a,b[— R, podemos hablar del limite cuando x se acerca al punto a “por la derecha”. Decimos
que tal limite existe y es [ si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

a<z<a+d=|flz)-l<e.

En tal caso escribimos
lim f(z)=1.

r—a+

Similarmente podemos hablar del limite cuando x tiende a b por la izquierda, el cual se denota

lim f(x).

r—b—

Si f estd definida en I — {a}, donde I es un intervalo abierto que contiene al punto a, los limites
laterales pueden existir ambos en a.

Ejemplo 30 Si f(z) = ‘””7', f estd definida en todo R*. Para x > 0 tenemos f(x) = 1, ast que

Similarmente lim f(x) = —1.

z—0—
Ejemplo 31 Para
|1 sizeQ
f(x){ 0 siz¢gQ
no existe el limite lim f(x), y tampoco lim f(z). De hecho no existe lim f(z) ni lim f(x), para
z—0+ z—0— r—a+ T—a—
ningin a € R. La demostracion se basa en densidad de Q e I, y se deja como ejercicio.

Ejemplo 32 Para
stz >0
stx <0

S

)= {

tenemos que lim f(x) =0, pero lim f(x) no existe en R.
rx—0— z—0+
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Nota: Si lim f(z) = existe, entonces como

r—a
a<z<a+d=0<|z—al<d
se sigue que el limite hm+ f(x) también existe y es igual a [, y similarmente lim f(z) = [. Recipro-
r—a r—a—
camente, si los limites laterales en a existen y son iguales, entonces lim f(z) también existe, y coincide
r—a

con el valor comun de los limites laterales. Escribimos esto como un terorema.

Teorema 3 Sea f definida en I — {a}. Entonces el limite de f existe en a si, y solo si, los limites
laterales existen y son iguales. En tal caso se tiene

lim f(z) = lim f(x)= lim f(x).

r—a r—a+ T—a—

Ejemplo 33 Para la funcion
z+1 stz <0
)= {

224+x siz>0

tenemos que lim f(x) =0, mientras que lim f(x) = 1. Luego lim f(x) no existe.
r—0+ z—0— x—0
Ejemplo 34 Para la funcion

22+1 siz>0

f(z){x—i—l six <0
tenemos li%1+f(x) = liI(IJl f(z) =1, ast que lir% f(z) =1

Finalizamos esta seccion estableciendo el andlogo del teorema 2 para limites laterales. Para simplificar
el uso, utilizaremos sucesiones mondétonas.

Teorema 4 Sea f una funcidn definida en |a,b[. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

r—a

(i) Existe el limite | = lim+f (z) enR
(11) Para cada sucesion decreciente (x,,) en la,b|, tal que x,, — a, se tiene que [ (z,) — .

Demostracién

Demostraremos que (ii) implica (i), utilizando la contrapositiva. En efecto, supongamos que (i) es
falso. Entonces existe £ > 0 tal que para todo § > 0, existe z € |a,a + d[ tal que |f (z) = 1| > e.
En particular, para o = min (b —a,1) existe z1 € ]a,b[ tal que |f (z1) —I| > . Por recurrencia,
e
|f (znt1) — 1| > €. Nétese que en particular 11 < Zp, vy 0 < Zpy1 —a < %_H — 0. La sucesioén (z,)
es entonces decreciente, y f (z,) - [. La otra implicacién se deja como ejercicio. O

habiendo definido z,,, tomamos §,, = min (xn —a ) Entonces existe 2,11 € Ja,a + d§,[ tal que

Se invita al lector a enunciar el resultado andlogo para limites por la izquierda.
Ejemplo 35 Para
1 .
_J z siz> 0
(@) { x six<0
tenemos que 1iI(I)1+f(x) no existe en R, y entonces tampoco existe lir% f(x). En efecto, sea x, > 0 tal
r— PN

ue T, — 0. Se tiene f (x,) = L 0, ast que esta sucesion diverge. Por el teorema anterior, el
T ’ ’
n

limite lateral no existe en R.



Limites y Continuidad S. Cambronero 14

1.2.1 Ejercicios

1. Demuestre con detalle que si lim+f(a:) = lim f(z) =1, entonces lim f(z) = I.

T—a

2. Demuestre que xli%lJr flz) = $1i%17 f(=x). Mds precisamente, si uno de estos limites existe,
entonces el otro también, y ambos coinciden.

3. Demuestre que xlirglJrf(x) = ili% f(z) = ilgb f(x?), en el sentido expresado en el ejercicio
anterior.

4. Demuestre usando la definicién de limites laterales, que

lim /z =0, lim v1—2=0.

r—0+ r—1—
5. Halle los siguientes limites:
41 : [2244]
im lim =5
z—04 14+z’ o Tt2

6. Para
1 sizeQ,

f@={y Gise

demuestre que no existe lim+ f(z) ni lim f(z), para ningtin a € R.
r—a r—a—

7. Estudie la existencia de lin%) f(x), para:
€Tr—

2241 siz >0,
f(x)_{ 2z —1 siz<O0.

8. Estudie la existencia del limite de las siguientes funciones cuando x tiende a 1:

2?2—1 siz<l1 z? siz <1
f(m):{l—x siz>1 " glx)y=4¢ 2z+1 s%le.
17 siz=1
9. Halle las constantes A y B para que sea continua la funcién
—2243 siz <0,
flz)=< Az+B si0<z<2

T six > 2.
Trace la grafica de f.
10. Complete la demostracién del teorema 4.
11. Enuncie y demuestre el resultado andlogo al teorema 4 para limites por la izquierda.
12. Si f estd definida en ]a,a + ¢[, entonces se puede definir
g:la—c,a+c[—{a} =R

por g(z) = f (a+ |z — a|) . Verifique que esta definicién tiene sentido, es decir que a + |z — a| €
la,a + ¢[ para cada x en el dominio de g. Demuestre que

lim+ f(z) = lim g (z)

en el sentido que si uno de estos limites existe, entonces el otro también existe, y son iguales.
Interprete geométricamente.
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1.3 Continuidad de funciones trascendentes

1.3.1 Continuidad de la exponencial

Recordemos que la funcién exponencial de base a > 1 es estrictamente creciente en todo R. Ademads,
es conocido que si x,, — x, entonces a® — a”. Este hecho demuestra que la funcién exponencial de
base a, es continua en cada x € R. Con el fin de no asumir muchas cosas, vamos a demostrar esto en
forma directa. Para n € N, como {/a > 1 se tiene que €, = {/n — 1 > 0. La desigualda de Bernoulli
nos da:

a=(1+4+¢e,)" >1+ne, > nep,

de donde se sigue que €, < =, y consecuentemente
a
1< Va<1l4 =,
n
Dado € > 0, la arquimedianidad de R nos permite escoger n € N tal que & < €. Tenemos entonces:
1 T 1 a T
O<z< :=1<a"<a" <1+2<1l4+e=a" -1 <e.
Esto demuestra que § = % funciona en la definicién de limite por la derecha, asi que

lim a* = 1.
r—0+

Ahora, por las propiedades de los limites laterales se sigue que

lim ¢* = lim ¢ *= lim L1 =1.
x—0— r—0+ z—04 @
Concluimos entonces que la funcién exponencial de base a > 1, es continua en el origen. En general,

para x € R se tiene

x x

lim a' = lim a®a* % = % lim a“ = a%,
t—x t—zx u—0
asi que la funcién exponencial de base a > 1 es continua en todo z € R. Consideremos ahora una
funcién exponencial de base a, con 0 < a < 1. Como

1
1 x>
()
y la funcién exponencial de base % es continua, se sigue que

1 1
lim ¢! = lim — = -
()

t—x t—x (l)t
demostrando asf que la funcién exponencial de base a € |0, 1] es también continua.

a® =

a

Ejemplo 36 Para calcular el limite lim1 e2* . podemos verlo como un producto:

T——

lim e = lim e%e® =e¢ le ! = 2.
r——1 rz——1

También se puede ver como el limite de una exponencial de base €2 :

. . -1 _
x1_1>rE162$ - zlin—l1 (62)96 - (62) =

Alternativamente, se puede usar el ejercicio 8, seccion 1.1.8. Se invita al lector a escribir los detalles.

Ejemplo 37 De acuerdo con el ejercicio 11 de la seccion 1.1.3, y la ley del producto se tiene:

. 2 . 2
lim e® 737+ = lim % e3%e = €.

z—0 z—0
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1.3.2 Continuidad del logaritmo

Como inversa de la funcién exponencial, la funcién logaritmica hereda la continuidad. Este hecho
se deduce de un resultado general, pero aqui lo haremos directamente. Para simplificar, tomemos el
logaritmo natural

In :]0,00[ — R, definida por Inz =t < €' = z.

Como la exponencial es estrictamente creciente, el logaritmo lo es. Vamos a demostrar que In es
continua en cada b > 0. Para esto, sea (z,) una sucesiéon decreciente que converge a b > 0. En
particular se tiene b < z,41 < 2, < 1z para cada n, y luego Inb < Inz,y1 < Inz, < Inayg.
Esto demuestra que la sucesién (Inz,) es decreciente y acotada, y por el teorema de Weierstrass es
convergente. Sea ¢ = limInz,. Por la continuidad de la exponencial, se tiene que

e¢ = lime™ " =limx, = b,

asi que ¢ = Inb. Hemos demostrado entonces que Inx, — Inb, siempre que x,, — b en forma decre-
ciente. De acuerdo con el teorema 4, se tiene que thl Inxz = Inbd. Para el limite por la izquierda, la
x—b+

demostracion es idéntica, excepto que ahora se toma (x,,) creciente. Obtenemos asi que

limInz = Inb,

Tr—

como queriamos demostrar. Para el caso general se tiene, por las leyes del cociente y el cambio de

base,

Inx Inb
lim 1 =lim—=— =1 b.
111%7 Oga.’Z? zlig) lna lna Oga

Esto demuestra que la funcién logaritmica de base a es continua en todo (0,00) .

Ejemplo 38 Para calcular el limite

. (x+3)(2x+7)
L log; ( z+ 11

podemos utilizar las propiedades de los logaritmos, obteniendo
,l_irr%) [logs (z + 3) + logs 2 4 logs (z + %) — logs (z +11)],
y por el ejercicio 4 de la seccion 1.1.3 se obtiene

. (x+3)2x+7)\ . B 21
alcl—>InO log; (x—!—ll = logy 3 + logs 2 + logy 5 — logs 11 = log; I

Alternativamente, si x,, — 0 se tiene que

(n +3) 2z, +7) 21
N
T, + 11 11’

y por la continuidad del logaritmo de base 5, se obtiene el resultado.

Ejemplo 39 La funcién definida por f (z) = In (z + 3), es continua en todo su dominio D = ]—3,00].
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1.3.3 Continuidad de las trigonométricas

Dado que nuestra “definicién” de las funciones trigonométricas es puramente geométrica, no es de
extranarse que la continuidad de dichas funciones se establezca partiendo del siguiente dibujo:

sen @
2

Dado 6 €]0, %[ como en el dibujo, el drea del triangulo sombreado es , el drea del sector circular

correspondiente es g, y el drea del tridngulo grande es #' Entonces

senf < 6 < tan#, vee}o,g[. (1.1)
Como sen (—0) = —sen 6, se sigue que
7r
|[sen @] < 10|, para |6] < 5
Por la ley del emparedado se sigue que
lim sen 6 = 0.
—0
Ahora como 29
0<1—cosf= fflm < sen?#, para |0] < g,

se sigue otra vez de la ley del emparedado que éir% (1 —cosf) =0. Esto es

lim cos @ = 1.
6—0
Lo anterior demuestra que las funciones seno y coseno son continuas en el origen. Las férmulas de
suma de dngulos se pueden usar para obtener la continuidad en cualquier punto a € R. Por ejemplo,
dado que
senz = sen (x —a + a) = sen (x — a) cosa + cos (x — a) sena,

se sigue que
lim senx = cosa lim sen (z — a) + sena lim cos (z — a) .

Tr—a Tr—a r—a

Haciendo el cambio ¢ = z—a se tiene que lim sen (z —a) = }in(l) sent = 0, y similarmente lim cos (x — a) =

r—a r—a

1. Luego
lim senz = sena, Va € R.

r—a

Similarmente se obtiene la continuidad de la funcién coseno.
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La ley del cociente para funciones continuas, implica que las demds funciones trigonométricas (tan-
gente, cotangente, secante, cosecante) son continuas en sus respectivos dominios. Para finalizar esta

seccién, estudiaremos el limite
. senx
lim .
z—0 X

Tanto el numerador como el denominador tienden a cero, asi que no se puede evaluar directamente.
Pero por la desigualdad (1.1) se tiene que

T s
1< < , Vx e ]0, = {,
senx ~ cosT 2
o equivalentemente
senx ™
cosx < <1, VJJE]O,*{.
T 2

. ., senx . ., o
Como tanto la funcién cosz como la funcién son pares, la desigualdad también es védlida en

]fg, O[. Luego, por la ley del emparedado obtenemos que

lim 08— 1.
z—0 X
11—
Ejemplo 40 Para calcular el limite lir% S oone vemos que
xr— T
1—cosz 1 —cos?z _ senx sen x
x z(l4cosz) x 1+cosz’
y entonces
1— 0
lim ST _ . =0.
z—0 x 1+1
Ejemplo 41 De la misma forma se obtiene
. l—cosz . sen 2 1 9 1 1
hmizhm( ) = —_— =
z—0 2 =0\ T 1+ cosx 1+1 2

sen
Ejemplo 42 La funcion definida por f(x) = ——, es continua en todo punto a # 0, pues es cociente

de funciones continuas. La discontinuidad en el origen es evitable, pues el limite existe en dicho punto.

1.3.4 Ejercicios

1. Calcule los siguientes limites:

sen?z +cosx . 1—tanz . cosx
im —————, lim ————, lim , lim fsech.
z—0 (tanQ T+ 3) r—% Senx —cosT x—% cotx’ O-m

2. Demuestre usando la definicién la existencia del limite:

lim x sen %, lim

T
2—0 7—0 14cosx*

3. Calcule los siguientes limites, usando un cambio de variable lineal.

. senzx . 1—cos(z—m)
lim ;o lim ——————.
T—T L — T T—T (l‘ _ ﬂ-)
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4. Halle los siguientes limites:

. tanx . T . Otand
lim lim im
z—0 senx z—0 senx 6—0 senf
2 2
. tan®z . (1 —cosz) . sech—1
lim lim ——F—% im-—-
-0 0 T 6—0 Osecd
.. fl= . flex
5. Demuestre que si lim Q =1,y ¢# 0, entonces lim (c) = cl. Use esto para calcular
z—0 X x—0 x
. sen2x . 1 —cos3z . 1 —cos2zx
lim , lim , lim .
x—0 x x—0 x x—0 ,13‘2
6. Halle los siguientes limites:
sen 2x . sen?2z . sen?3z
im im lim
z—0 sen 3z z—0 z—0 g2
. xsenz . sen(z+h)—senz . sen(z?—1)
lim im lim
z—01—cosx h—0 h z—1 z—1
. sen2z . tan’x + 2z . 22 (3+senz)
lim lim ————— lim ————~
x—0 sen 31} x—0 T+ x z—0 (x + sen x)
7. Considere la funcién
senx sixz € Q,
flz) = -
1—cosz siz¢Q.
Demuestre que lim f(x) = 0.
z—0
8. Use el teorema del emparedado para demostrar que:
. 1 . x . 22 cos L
lim z sen - =0, lim =2 lim ——= = 0.
20 x 2—0 “+cosx 0 senw

9. Demuestre que los siguientes limites no existen en R:

COS ™

. . 1
lim , lim sen—.
z—0 X z—0 T

10. Use la ley del emparedado para deuducir la existencia del limite
1 1

lim 2> (Sen — 4 cos ) .

z—0 X x
11. Sea f : R — R tal que f(z+y) = f(z)f(y), Vz,y € R. Suponga que f no es idénticamente nula,

y que existe lin%) fx)=1

(a) Demuestre que f(0) =1, y que f (z) > 0 para cada z € R.
(b

)
) Demuestre que [ =1, y f es continua en todo R.
(c) Demuestre usando induccién que f (nz) = [f (z)]" para cada z € Ry n € N.
(d)

)

d

(e) Usando el ejercicio 22 de la seccién 1.1.3, concluya que f (x) = a” para cada z € R.

Usando lo anterior, concluya que f (z) = a® para cada z € Q, donde a = f (1).



Limites y Continuidad S. Cambronero 20

1.4 Limites infinitos y al infinito

1.4.1 Limites infinitos

En las secciones anteriores, vimos los ejemplos como

lim —,
z—0+ T
los cuales no existen como limites reales, pero ain asi pueden considerarse como existentes en el
sentido ampliado que expondremos a continuacién. Asi como se escribe x,, — 0o cuando una sucesién
diverge a infinito, escribiremos lim f (z) = oo si la funcién f crece indefinidamente al acercarse x al
Tr—a

punto a.

Definicién 5 Sea f definida en I — {a}, donde I es un intervalo abierto que contiene al punto a.
Decimos que f tiene limite co cuando x tiende al punto a, si para todo M > 0 existe § > 0 tal que

O0<|z—al<d= f(z) > M. (1.2)

En tal caso escribimos lim f(x) = co. Similarmente, si reemplazamos (1.2) por

a<z<a+d= f(z)>M,

obtenemos la definicion de lim+ f(z) = 00, y si lo reemplazamos por

O0<|z—al<d= f(z) < —M,

obtenemos la definicion de lim f(z) = —oo.

r—a

El lector puede escribir como ejercicio, las definiciones correspondientes de lim f(z) = oo, lim+ f(z) =
r—a

r—a—

—oo, lim f(z) = —oo.

Ejemplo 43 Para f(z) = % tenemos lim f(x) = oco. En efecto, dado M > 0, basta con tomar

z—0+

0= ﬁ Tenemos

0<z<d=flz)==—>—-=M.

8]
SN

Ejemplo 44 Para f(z) = m% tenemos lir% f(z) = oo. En efecto, dado M > 0, basta con tomar

0= ﬁ Tenemos 1 )
Ejemplo 45 Hl’{l ﬁ = —o00. Dado M > 0 podemos tomar 6 = ﬁ7 y obtenemos
r—1—
1 1
l-0<z<l=-4d<2z-1<0=> —— < —-=—-M.
z—1 )
. 5a3 +4 . .
Ejemplo 46 Para f(z) = W tenemos hm2 f(z) = oco. Para ver esto observamos primero que
€xr — xr—
f(x) >0 para x> 0, y que
(z - 2)?
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por las propiedades de los limites finitos. Dado M > 0, tomando € = % se sigue que existe § > 0 tal
que

=M.

M | =

1
O0<|z—-2|<d=—=<e= f(z)>

f(x)

Este mismo argumento demuestra el siguiente resultado general:

Teorema 5 Sea [ definida en I — {a}, con f(x) > 0 para cada x € I — {a} .. Entonces

lim f(z) = 00 & lim 1 = 0.

T—a T—a f(,x')

El teorema se puede aplicar también con limites laterales, y con limites que dan —oo, en este tdltimo
caso pidiendo que f(z) < 0. La demostracion se deja como ejercicio.

Ejemplo 47 Para f(x) = 1_17 VIt tenemos lirgl+f(x) = —00, pues

(1-vVz+1) (1+va+1) -1

xTr) = = ’
/(@) x2(1+\/$+1) ac(l—i-\/x—i—l)
ast que
1
zir&m =0, y f(z) <0, para todo x > 0.

Nota: Las propiedades del calculo de limites finitos siguen siendo vélidas para limites infinitos,
siempre y cuando no haya indefiniciones.

Ejemplo 48 Para f (x) = W se tiene

1 1
wlil(l)lJrf(w) :IE%IJF <4\/5+1+\/5) :wli%l+ (4Vz +1) *JB&% =1+ 00 = 0.
Ejemplo 49 FEl limite lir{l (ﬁ — 121_1> es de la forma —oo + 00, lo cual es indeterminado. Com-

binando las fracciones:
1 1 T

z—1 22-1 (z+D)(x—1)

: 1 1)l (o) —
yentonceszlil{l_ (ﬁ_;ﬁq)_z (—00) = —o0.

1.4.2 Limites al infinito

Sea f definida en un intervalo de la forma ]a, co[. Decimos que el limite de f cuando z tiende a infinito
existe y es [, si para todo € > 0 existe N > a tal que

x>N=|f(z) -l <e.

En tal caso escribimos lim f(x) = I. Decimos que el limite es infinito si para todo M > 0 existe
Tr—00

N > a tal que
x> N = f(x) > M.

En tal caso escribimos lim f(z) = co. Similarmente se define el limite lim f(x).

r— 00 Tr— —00
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Ejemplo 50 lim — = 0. En efecto, dado ¢ > 0 se puede tomar N = —. Entonces
r—o0 I £

1 1
:E>N:>‘—O‘_<E.
T T

Ejemplo 51 lim z = oco. Dado M > 0, tome N = M.

r—00

Ejemplo 52 lim 22 = co. Tome N = /M.

r—00

Ejemplo 53 lim /z = co. Tome N = M?.

T— 00

2

Ejemplo 54 lim (33 — m) es de la forma indeterminada oo — co. Pero x>
r—00

—x:xQ(l—%), Yy por
los ejemplos anteriores y las propiedades de los limites tenemos

lim (2° —2) = lim xQ(l—l):oo-a—O):oo.

xr— 00 xr— 00 €T
Las propiedades para limites cuando x — a, se cumplen para limites al infinito, con obvias modifica-

ciones. Por ejemplo, si lim f(x) =1y lim g(x) = m, se sigue que lim (f(z)+g(x))=1+m

2
1
Ejemplo 55 lim Tt

r—oo I —

= +00, pues

22+1  z(1+ %)

r—1 -1
y las propiedades de limites.
2
1
Ejemplo 56 wlg{.lo ﬁkﬁ =3 pues
2?2 +1 B x2(1+x%) B 1+z%
32+ —-1 22(3+1-1L) 3+1- L7
y las propiedades de limites.
. . 7z + 100z
EJemplO 57 xh_)Iilo m = 07 pues
722 4100z T+ 1%
et +4 (14144
Ejemplo 58 Para f(x) =z +1—\/x tenemos
1 1
lim f(z) = li =0

1m =
z—00 z—ooy/r+14/x 00+ 00
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1.4.3 Ejercicios

1.

10.

11.

12.

Demuestre que lim z7" =0, para n € N.
r— 400
Demuestre usando la definicién que lim %1 =0.
r—o0 7T

Demuestre que lim (—1)[[111 no existe.
T—00

Estudie los limites

(—1)l! ey LF2++ el

z—1 £ —1 ’ r—400 2

1m
z—2 2 — 4’

Demuestre el teorema 5. Demuestre ademds que si f(z) < 0 en I — {a}, entonces

1
lim f(z) = —0c0 & lim —— =0.

Enuncie y demuestre propiedades andlogas para limites laterales.

Suponga que lim f(x) = 400, lim g(z) = +00. Demuestre que
r—a r—a

lim (f(z) + g(x)) = lim f(x)g(x) = +oo.

Dé ejemplos en los que lim (f(z) — g(z)) sea 0,1, 00, —c0, 0 no exista, y lo mismo con lim ggg
Suponga que lim f(x) = 400, lim g(x) = —oo. Demuestre que
r—a r—a

lim (f(z) — g(2)) = 400, lim f()g(z) = —ox.

r—a r—a

Dé ejemplos en los que lim (f(z) + g(x)) sea 0,1, 00, —00, 0 n0 exista, y lo mismo con lim 553
r—a r—a

Suponga que lim f(z) = 400, lim g(z) = € R. Demuestre que

lim (f(z) + g(x)) = +oo.

r—a

Sil > 0, demuestre que lim f(x)g(z) = +o00. Sil < 0, demuestre que lim f(z)g(x) = —o0.

r—a r—a
Demuestre que liI(I)lJr f(z) = lirf f (%)7 en el sentido que si uno de ellos existe o es infinito,
Tr— r— o0
entonces el otro también, y ambos coinciden. De la misma forma demuestre que lim f(z) =
Tr— —00
lim f(—z), lim f(%)= lim f(=).
x— 400 r—0— z T——00

Si f(x) < g(x) < h(z), Ve >a,ysi im f(z) = lim h(z) =1, demuestre que lim g(x) =I.

Tr—00 r—00
Suponga que lim f(x) = oo, y que g(z) > f(x), para 0 < |z — a|] < . Demuestre que lim g(z) =
r—a r—a
oo. Enuncie y demuestre el resultado andlogo para x — oo.

Sea f definida en I — {a}, con a € I. Demuestre que son equivalentes:

(a) lim f(x) = +o0.

r—a
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(b) Para toda sucesién (x,,) en I — {a}, tal que z, — a, se tiene que f (z,) — +o0.
Enuncie el resultado andlogo para limites laterales, y para cuando el limite es —oo.

13. Sea f definida en ]c, oo[. Demuestre que son equivalentes:

(a) lim f(z)=1L1
r—00
(b) Para toda sucesién (x,,) que diverge a 0o, se tiene que f (z,) — 1
Enuncie el resultado andlogo para lim f (z), y para cuando el limite es +00 6 —o0.
r——00

1.5 Algunos teoremas sobre continuidad

En esta seccién estudiamos algunos teoremas sobre funciones continuas, de estrema importancia en
célculo. El primero de ellos tiene que ver con la composicién de funciones continuas.

1.5.1 Composicién de funciones continuas

Teorema 6 Si f es continua en a, y g es continua en b = f(a), entonces la composicion go f es
continua en a.

Prueba
Sea (x,) una sucesién que converge al punto a. Como f es continua en a, se sigue que f (z,) — f (a).
Luego, como g es continua en f (a) se tiene g (f (z,)) — g(f (a)). O

Ejemplo 59 Para calcular el limite

lim cos (332 + 3z — 10)
T—2
vemos que f(x) = x? + 3z — 10 es continua en x = 2, con f(2) =0, y como coseno es continua en el
origen, tenemos
lim2 cos (m2 + 3z — 10) =cos0=1.
T—

Ejemplo 60 Para calcular el limite
. sen (:102 — 1)
lim ———
r—1 €T —1
sen x

usamos f(x) = x? -1, g(x) = . Note que g no es continua en el origen, pero la discontinuidad

es evitable. Mds precisamente, podemos tomar

senx
six #£0,
x

g(x) =
1 stx =0,

la cual es continua en el origen. Luego

~ sen(z?2—1 )
lim % = lim g(f(z)) = g(f(1)) = g(0) = 1.
T— 4 —1 z—1
Ejemplo 61 Para el limite }:1311 ;’2:11 tenemos f(x) = ;’2:11, g(x) = /z. En este caso f no es

continua en x = 1, pero el limite existe. Dado que solo interesan los valores de x # 1, podemos definir
f(1) = %, con lo cual la discontinuidad desaparece. Luego

. z—1 . 1
iy T T i Vi = 5
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Nota: El ejemplo anterior demuestra que el teorema 6 se puede generalizar un poco, pidiendo sola-
mente que el limite de f exista en a, y sea igual a b (la demostracién es practicamente la misma, y se
deja de ejercico).

Ejemplo 62 La funcion o(x) = cos (332 + 3z — 10) es continua, pues es la composicion de la funcion
coseno con el polinomio p(z) = x? + 3z — 10.

Ejemplo 63 La funcién
sen(z2—1 .
) = { =l i #1,

1 st |zl =1,

es continua, pues es la composicion de las funciones f y g del ejemplo 60, las cuales son continuas.

Ejemplo 64 La funcion U definida por ¥(x) = /2 + cosz es continua, pues es la composicion de
f(z) =24 cosz, con la funcion g(x) = v/x. Es importante aqui que f(xz) € ]0,00[, y g es continua en
ese intervalo.

Ejemplo 65 La funcion dada por ¢(x) = /1 — 22 es continua en | — 1, 1], pues es la composicion de
f(z) =1—22, con la funcidn g(x) = \/z, donde f(zx) € ]0,00[, Yz € |-1,1][.

1 —cos/x I 1—cosyx
—— = lim ——— =

Ejemplo 66 gclir(r)lJr - Jm (\/5)2 5

Ejemplo 67 lim =z sené =1, pues lim % =0, y entonces
r—00

r—00

1 1
lim zsen— = lim g <> =g(0) =1,
donde g es la funcion utilizada en el ejemplo 60. Ndtese que aqui tomamos a = oo en el teorema 6.
El lector puede convencerse de que el resultado sigue siendo vdlido en este caso. Lo que hicimos es

equivalente a considerar el cambio de variable t = % Cuando x tiende a oo tenemos que t tiende a 0,

Yy entonces

. 1 . sent
lim xsen — = lim =1.
r—00 €T t—0 t

Ejemplo 68 Para calcular el limite
Vo —1

r—1 3,@—1

hagamos x = t8. Entonces t tiende a 1 cuando x tiende a 1. Luego

— 3 -1 24+t+1 3
lim\/5 = lim = lim Tl = —.
r—1 35L‘—1 t—>lt271 t—1 t+1 2

-1

En realidad aqui aplicamos el teorema 6 a las funciones g(t) = , f(z) = ¥x. La continuidad de

2 -1
f se demuestra en los ejercicios 1.1.3.
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1.5.2 Teorema de los valores intermedios

Para enunciar el segundo teorema de esta seccién definamos primero la continuidad de una funcién
en un intervalo cerrado.

Definicién 6 Sea f : [a,b] — R. Decimos que f es continua en [a,b] si es continua en cada x €)a, b],
Y St
lim f(z) = f(a), lim f(z)= f(b).

r—a+ r—b—

Por ejemplo, f(z) = V1 —a? es continua en el intervalo [—1,1]. Similarmente se puede hablar de
continuidad en intervalos de la forma | — 00,b] y [a,00[. Por ejemplo, f(z) = /T es continua en
[0, 00[. El teorema que sigue es de gran utilidad. Su contenido es geométricamente evidente.

Teorema 7 Sea f continua en [a,b], con f(a)- f(b) < 0. Entonces existe un ¢ €]a, b tal que f(c) = 0.

Prueba
Si pérdida de generalidad, asuma que f(a) < 0 < f(b). Considere el conjunto

A={z€la,b]: f(z) <0, Vz € [a,z]}.

Entonces A # () pues a € A, y ademds A es acotado superiormente por b. Sea ¢ = sup A. Note que
¢ € [a,b]. Vamos a demostrar que f(c) = 0.
Primero observemos que ¢ > a. En efecto, tomando e = — f(a) tenemos la existencia de § > 0 tal que

a<z<a+d= f(z)< fla)+e=0.

En particular a + g e A.
Ahora note que por definicién del supremo, si a < z < ¢ entonces existe x € A tal que z < x, y por lo
tanto f(z) < 0. Esto demuestra que f es negativa en [a, c[. Ahora descartemos las dos posibilidades:

e Si f(c) <0, entonces ¢ < b, y como f es continua, tomando € = —f(¢) > 0 tenemos que existe
0 > 0 tal que
|z —c| <d= f(zx) < flc)+e=0.

En particular

)
c§x§c+§:>f(x)<0.

Como ya sabfamos que f < 0 en [a, ¢[, concluimos que f < 0 en [a,c+ g] Entonces ¢ + g €A,
lo cual es contradictorio.

e Si f(c) > 0, tomando € = f(¢) > 0 tenemos que existe § > 0 tal que
c—0<z<c= f(z)> f(c)—e=0,
pero esto contradice el hecho ya demostrado que f < 0 en [a, [.

Esto demuestra que f(c¢) =0. O
Como un corolario se obtiene el importante teorema de los valores intermedios:

Corolario 1 Sea f continua en [a,b], con f(a) <y < f(b) (o f(a) >y > f(b) ). Entonces existe un
¢ €la, b tal que f(c) =y.

Prueba: Aplique el teorema anterior a la funcién g(z) = f(z) —y. O
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Ejemplo 69 Para f(z) = 2% — 1 tenemos f(0) = —1 < 0, f(2) = 3 > 0. En este caso es facil ver que
c=1 es tal que f(c) =0.

N

Ejemplo 70 Para f(z) = 23+ x — 1 tenemos f(0) = —1 <0, f(1) =1 > 0. El teorema garantiza la
existencia de ¢ €]0,1] tal que f(c) = 0.

En este caso, es facil demostrar que f es estrictamente creciente, asi que c es unico. Ahora, dado que
f(6) = —.184 < 0, f(.7) = .043 > 0, el teorema nos garantiza que .6 < ¢ < .7. De hecho se puede
demostrar que ¢ = .682327803828 . ..

Ejemplo 71 Para f(z) = x — cosz tenemos f(3) = 3 —cos: < 0. Ademds f(1) = 1 —cos1 > 0.
Luego existe ¢ 6]%7 1] tal que ¢ — cosc = 0. Grdficamente, el punto (c,c) es el punto de interseccion de
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la recta y = x con la grifica de la funcion coseno.

/

Se puede demostrar que ¢ = .73908513321516. . .

1.5.3 Extremos de funciones continuas en intervalos cerrados
El siguiente teorema no es menos importante que el anterior, sobre todo en aplicaciones.
Teorema 8 Sea f continua en [a,b]. Entonces

1. f es acotada en [a,b]. O sea, existe m > 0 tal que |f(z)| < m, V € [a,b].

2. Existen xg,x1 € [a,b] tales que f(xo) < f(x) < f(z1), YV € [a, b].

Es decir f alcanza su méximo y su minimo en [a, b] .
Antes de pasar a la demostracién, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 72 La funcién f(x) = % es continua en el intervalo 10,1], pero no es acotada en dicho
intervalo. Esto demuestra que es imprescindible que el intervalo sea cerrado.

Ejemplo 73 La funcion f(x) = x? + 4x es continua en todo R. De acuerdo con el teorema, esta
funcion es acotada en el intervalo [—3,1]. Esto es algo que puede verificarse directamente, pues

1f(2)] < 2® +4|z| < (=3)° +4|-3| = 21, Vz € [-3,1].

El teorema garantiza ademds la existencia de xo,x1 € [—3,1] tales que f(zo) < f(z) < f(z1), Vo €
[—3,1]. De hecho, dado que la grifica de f es una pardbola, es facil ver que

—4= f(=2) < f(a) < f(1) =5, Vo € [-3,1].
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Demostracién del teorema 8
Paso 1. Demostremos que f estd acotada superiormente. Para esto se define el conjunto

A ={x € [a,b] : f estd acotada superiormente en [a,z]}.

Entonces a € A, y A estd acotado superiormente por b. Sea o = sup A. Suponga que a < b. Tomando
e =1 tenemos que existe d > 0 tal que

a—d<z<a+d= f(z)< fla)+1. (1.3)
Ahora sea g € A tal que zg > o — §. Por definicién de A existe m tal que
f(z) <m, Vz € [a, 0],

y entonces por 1.3 concluimos que

f(z) <max(m, f(a) +1), Vx € {a,a + g] ,

en otras palabras a—i—% € A. Como esto contradice la definicién de «, concluimos que o« = b. Tomando
€ = 1 de nuevo tenemos que existe d > 0 tal que

b—d<z<b= f(z)< f(b)+ 1.
Si zg € A es tal que zg > b — 4, existe m tal que
f(x) <m, Vz € [a,z],

y luego
f(z) <max(m, f(b)+1), Vz € [a,b].

Paso 2. Demostremos la existencia de z1. Como f es acotada superiormente, defina
m=sup{f(z):x € la,b]}.
Si 21 no existe, tenemos f(x) < m, Yz € [a, b]. Entonces la funcién

L
m — f(z)

es continua y positiva en [a,b]. Pero dado N > 0, existe (por definicién de m) un x € [a,b] tal que
f(x) > m — %, de donde se sigue que

g(z) =

Esto demuestra que g no es acotada superiormente en [a, b], lo cual contradice el paso 1.

Paso 3. Para la acotacién inferior y la existencia de xg, aplique los pasos 1 y 2 a la funcién —f. O
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1.5.4 Continuidad uniforme

En las secciones anteriores, hemos hablado de funciones continuas en un conjunto A, como aquellas
que son continuas en cada uno de los puntos de A. Ahora para la continuidad en un punto a € A,
interesa unicamente el comportamiento de f cerca de a. Es decir el concepto de continuidad es local.
Siendo més explicito, la continuidad en el punto a significa la existencia de un § > 0, dado £ > 0, tal
que

|z —al <6 =|f(x) = fla)l <e (1.4)

Notese que 6 puede depender del punto a, y por lo tanto podemos escribir § = ¢ (g, a) .
En caso que se pueda escoger 0, de manera que (1.4) sea vilido para todo a,z € A, diremos que f es
uniformemente continua en A A continuacién escribimos esto formalmente.

Definicién 7 Sea f definida en un conjunto A € R. Diremos que f es uniformemente continua en
A, si para todo € > 0, existe & > 0 tal que:

Va,x € A, |x—a|<d=|f(z)— f(a)| <e.
Los ejemplos aclaran que este concepto es, en efecto, mas fuerte que el de continuidad.

Ejemplo 74 La funcion f : R — R, f(x) = 3z + 1, es uniformemente continua en R. En efecto,
note que

[f () = fla)] =3[z —a| <e, si |:B—a|<§.

Es decir 6 = § funciona, independientemente de a.

Ejemplo 75 La funcion definida por f (x) = x°

que, para a,x € A
|f (z) = f (a)]

, es uniformemente continua en A = [—3,5], dado

|22 — a?|
|z + al |z — al
(|| + la]) |z — al
10|z —qal,

IANIA

Dado € > 0, se puede tomar 6§ = .

Ejemplo 76 La funcion f :]0,1] — R, definida por f (z) = 1, es continua en A =]0,1] pero no es

uniformemente continua en dicho conjunto. En efecto, si f fuera uniformemente continua en ]0,1],
dado € = 1 existiria § > 0 tal que

Va,z €]0,1], la—z|<d= [ -] <1

x a

Pero tomandoa =+, x = &L £

1 1 ; — 7| = ; ’l _ l| —
- g CONTL> 55 se z?zene que |a — x| =an < 0, mientras que el =0 > 1.
Dado que esto es contradictorio, f no es uniformemente continua en ]0,1]. Geométricamente, lo que
ocurre en este ejemplo es que, comforme a y x se acercan al origen, sus imagenes se alejan. En este
ejemplo, para la continuidad en el punto a la constante § debe escogerse siempre menor que a, y por

tanto es imposible hallar un 6 que funcione para todo a € 10,1].
Teorema 9 Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]. Entonces [ es uniformemente continua en [a,b] .

Demostracién
Procederemos por contradiccién. Supongamos que f no es uniformemente continua en [a, b] . Entonces
por definicién, existe € > 0 tal que, para todo § > 0 existen z,y € I que satisfacen

lz—yl<dy [f(z)—f)|>e



Limites y Continuidad S. Cambronero 31

En particular. para cada n € N existen z,, y, € [a,b] tales que

o =l < = v 1f (on) = £ ()] > =

Ahora, como la sucesién (x,,) es acotada, existe una subsucesion (z,, ) que converge. Sea x = lim @, .
Dado que |2y, — Yn,| < % — 0, se sigue que y,, — x. Pero como x € [a, b], por la continuidad de f
se tiene

f(x) =lim f (x,,) =lim f (z,,),

lo cual es contradictorio con el hecho que |f (zn,) — f (yn, )| > €.

Ejemplo 77 Por el teorema anterior, la funcién f : R — R definida por f (x) = x2, es uniformemente

continua en cada intervalo cerrado y acotado. Sin embargo, no es uniformemente continua en todo
R. En efecto, ndtese que |(n + %) — n| = % — 0, mientras que

Fltd) - s =2+ & >2.

Consecuentemente, para ¢ = 2 (o cualquier € < 2, € positivo) es imposible hallar § > 0 que satisfaga

(1.4)

1.5.5 Continuidad y funciones invertibles

En esta seccién, consideramos funciones definidas en un intervalo I, el cual puede ser de cualquier tipo
(abierto, cerrado, acotado, no acotado, semi-cerrado, etc.) excepto si da en forma explicita. Es comin
establecer los resultados en primer lugar para intervalos cerrados y acotados, es decir para [a,b], y
luego extenderlos al caso general. Para ello, es 1til el siguiente resutado, cuya demostracién se deja
como ejercicio.

Lema 3 Todo intervalo es la union contable y creciente de intervalos cerrados acotados. Mds pre-
cisamente, dado un intervalo I existen sucesiones (a,) y (bn), la primera decreciente y la sequnda

creciente, tales que I = | [an,bn].
neN

Por ejemplo, Ja, o[ = | [a + %, a+ n} . Los demés casos se tratan de manera similar.
n>2

Lema 4 Sea f : [a,b] — R continua en inyectiva. Entonces f es (estrictamente) mondtona.

Demostracién

Si f(a) < f(b), demostramos que f es creciente. En efecto, sean zg,z1 € [a,b] tales que xg < z.
Notese en primer lugar que si f (zg) > f (b), el teorema de valores intermedios implicarfa la existencia
de ¢ € [a,z0] tal que f (¢) = f (b), lo que contradice la inyectividad. Esto demuestra que f (x¢) < f (b).
De la misma forma, si tuviéramos f (z1) < f (x0), entonces existiria d € [x1, b] tal que f (d) = f (xo),
lo cual es contradictorio. Por lo tanto f (zg) < f(x1). Nétese que el argumento es vélido incluso en
el caso xg = a o x1 =b.

Si f(a) > f(b), se tiene que —f (a) < —f (b), y por el argumento anterior se concluye que —f es
decreciente, es decir que f es creciente. [

Este resultado es vélido en cualquier intervalo I. En efecto,
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1.5.6 Ejercicios

1. Si lim f(x) =10,y g es continua en b, entonces lim g (f(z)) = g(b).

r—00 Tr—00
2. Dé un ejemplo en el que f sea continua en a, g esté definida en b = f(a), el limite lirr})g(:c)
T—
exista, pero lim g o f(z) no exista.
Tr—a
3. Si f es acotada en un conjunto A y en un conjunto B, demuestre que es acotada en AU B.

4. ;En cudles puntos es continua la funcién f(z) = [[z]] (parte entera)?. Haga una gréfico de esta
funcién.

5. Diga en cudles puntos es continua cada una de las funciones, y justifique.

1 sixz%, |1 sizel, |z sixzel,
f(x)_{() si no. g(m)—{o siz e Q. h(m)_{x siz € Q.

6. Calcule los siguientes limites

" — a" . VT —38 . Jr—1

lim lim im
rx—a T — Q ’ m~>64\‘7§—47 r—1 4x—]_7
2/3 1/3 n n m
Lox/ =2/ 41 . — Ya oM =1
lim —_— lim u, lim ,
z—1 (.’L‘ _ 1) r—a T —a z—1 g™ — 1
. 1—2cosx . s . senx —sena
lim ——, lim (1 — :c) tan 5F, lim —mM—.
a:—»% sen (x —_ %) r—1 T—a r—a

7. Calcule el limite

lim (senvz + 1 —sen/z).

r——+0o0
Sug. Use la identidad sena — sen 5 = 2sen =B cog B, Luego el coseno es acotado, y el seno

: 2 2
tiende a cero.

8. Calcule los siguientes limites:

im (Ve+rye-ve), lm (a+YT-0%), lm (Va?+o-a),

T—+00 r— —00

. 2 —3 I V2 +1 . 2+ 1
m —- m ————— m ——
a—oo {3 +1° a—too x+1 a==c0 41’
3/..9 1 3 ]’L* 3
g Yeitl i VP gy, Yeth o Ve

z——oc0 x+1 z—+00 m_’_\/m h—0 h

9. Calcule el limite lim (\/x2 fr—1—Vz2—z+ 1) .

r——+00

10. Demuestre la existencia de raices usando el teorema de los valores intermedios. Mads precisa-
mente, dado y > 0, demuestre que existe > 0 tal que 2™ = y. Sug. Tome f(z) = 2™ y note

que f(0) <y < fly+1).
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11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

sen xr

. 1
Demuestre que existe = €]0, 7| tal que 2% = 3.

Demuestre que el gréafico de y = x corta al de y = sen 2z en el intervalo ]%7 3 [
Demuestre que la ecuacién tan z = x tiene un nimero infinito de soluciones.

Muestre que la ecuacién z3 — 3z + 1 = 0 tiene tres rafces, una en el intervalo |1,2[, otra en
] —2,—1] y otra en |0, 1[. Aproxime una de estas raices con dos digitos de exactitud.

Sea p(x) = anx™ + - - + a1 + ag, donde n es impar y a, es positivo.
(a) Demuestre que lim p(z) =400, lim p(z) = —oc.
r— 400 T— —00
(b) Demuestre que existe ¢ € R tal que p(c) = 0.
Estudie la continuidad de la funcién

flz) = 3z si —1<x<],
Tl z—-2 sil<z<3,

en el intervalo [—1,1]. jAlcanza f un méximo o un minimo en dicho intervalo?

Demostrar que si f es continua en [a, b], entonces f ([a,b]) = [f (z1), f (xz0)], para algin zg y
algin x; en [a,b].

Demostrar que la funcién coseno es continua en todo R

Halle el méximo y el minimo de la funcién f(z) = 2? — 4z +2 en el intervalo [0, 3]. Halle ademéds
los puntos en los cuales se alcanzan dichos extremos.

Repita el ejercicio anterior con cada una de las funciones siguientes, en el intervalo indicado:

—5, 7.
(b) f(z) =1— a3 en [-2,0].

(c) f(xz) =cosz+ senz en [0, T].

(a) f(x)=cosz, en |

Demuestre que la funcién f(z) = es acotada en todo R. Ademds, f alcanza su mdximo

x

241

y su minimo. Sug. Como lirf f(z) =0, puede elegirse N > 0 tal que
rT— o0

ol > N = |f(a)] < 5.

Luego aplique el teorema 8 en el intervalo [—N, NJ.

Sea p(x) = az® +beosz + 5%, donde a > 0.
(a) Demuestre que lim p(x) =00, lim p(x) = —o0.
r—00 Tr——00

(b) Concluya que existe ¢ € R tal que p(c) = 0.

Demuestre que la funcién definida por f (x) = 22, no es uniformemente continua en [c, +o0],
para cualquier ¢ € R.

Demuestre que la funcién f (z) = 757 es uniformemente continua en todo R.
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25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

Demuestre que la composicién de funciones uniformemente continuas es uniformemente continua.

Sea f : I — R. Probar que si f es monétona, acotada y continua en el intervalo I, entonces es
uniformemente continua.

Demostrar que la suma de funciones uniformemente continuas en un intervalo I es uniforme-
mentte continua en I. Demostrar que el producto lo es si las funciones son acotadas.

Una funcién f : R — R es periddica si y solo si existe t € R, ¢t # 0 tal que f(z+t) = f(x)
Vz € R. Demostrar que si f es periddica y continua en R en tonces f es uniformemente continua
en R.

Sea f : R — R uniformemente continua en R. Demuestre que existen a,b € RT tal que | f (z)]| <
alz]+bVr eR.

Aplicando segmentos encajados probar que toda funcién continua en un intervalo cerrado de R
y acotada es uniformemente continua.

Suponga que f es uniformemente continua en un subconjunto acotado S de R. Demuestre que
f es acotada en S.

Si f es uniformemente continua en A, y existe ¢ > 0 tal que f (x) > ¢,V € A, demuestre que
g= % es uniformemente continua en A.

Demuestre que f es continua en A si y solo si satisface la siguiente propiedad: Para cada par de
sucesiones (z,,) vy (yn) en A, tales que z,, — y, — 0, se tiene f (z,,) — f (yn) — 0.

Considere f :]0,1] — R definida por f(z) = L. Demuestre que f no es uniformemente continua

Si f es uniformemente continua en A, y si B C A, demuestre que f es uniformemente continua
en B.

Se dice que una funcién f : A — R es Lipschitz continua (o que satisface una condicién de
Lipschitz) si existe A > 0 tal que

|f(x) = f(y) < Az —yl, Yo,y € A

Demuestre que toda funcién Lipschitz continua es uniformemente continua.

En la definicién de Lipschitz continua, si 0 < A < 1, se dice que f es contractiva. Considere
f:[a,b] — [a,b] contractiva. Se define xg = a, xn+1 = f (x,) . Demuestre que:

(a) 1. para cadan € N se tiene |Z,41 — xn| < A" |21 — 2]

ii. la serie
oo

Z (n41 —xp) converge absolutamente.
n=0
n—1
iii. la sucesion ©, = xzo+ Y, (zr4+1 — k) converge, y su limite x satisface f (z) = z. A tal
k=0
z se le llama punto fijo de f

La funcién exponencial f (z) = e® es uniformemente continua en ] — 0o, b], para todo b € R.
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1.6 Ejercicios de todo

1. De la tarea 2. Si lim f (x) = [, se puede definir (o redefinir) f (a) = [, de manera que f sea

continua en a. Use esto para demostrar que, si lim f (z) =1; y lim g (z) = l> entonces
(a) lim (f(z) +g(2)) =L+l

(b) Jim ()9 (&) = il
f(z) 5

(¢) si ademds Iy # 0 entonces %1_)111& oo = I

2. De la tarea 3
(a) Demuestre que lim f (z) = oo < lim —f () = —o0

(b) Silim f(x) = 0oy g es acotada inferiormente en I—{a} , demuestre que lim (f (z) + g (x)) =

o0

(¢) Silim f(x) =00y lim g (z) =1, entonces

r—a

i lim f(z)g(z) =00sil>0
. lim f(2)g(x)=—-o00sil<0

r—a

Dé ejemplo en que ! = 0 y el limite lim f (z) g (x) dé oo, —oo, 0, 17, respectivamente.

r—a

(d) Demuestre que lim f (x) =1 siy solo si, para toda sucesion (z,,) que diverge a oo, se tiene

f@n) =1

(e) Sif(z)>g(x),Vz>c ysi lim g(x) = oo, demuestre que lim f(z) = oo.

(f) Si f(x) > g(x) > h(z), Vo > ¢, y si lim f(z) = lim h(z) = [, demuestre que
lim g(z) =1.

(g) Escribalas definicionesde lim f(z) =1, lim f(z)=o0, lim f(z)= —o0, lim f(z)=
—00.

3. Si « representa uno de los stmbolos a™, a™, 00 6 —oo, si lim f(z) =1 € R, y si g es continua

r—o

en [, demuestre que lim g (f(z)) =g(l).

4. De la tare 5

(a) Demuestre geométricamente las férmulas de suma de dngulos para seno y coseno.
(b) Deduzca las férmulas de éngulo doble

(¢) Demuestre que

aJrﬁcosa;ﬁ, cosa+cosﬂ:2cosa+ﬂcosai

™

sen o 4 sen 8 = 2sen

(d) Resuelva las ecuaciones
2sen?z + 3cosz = 0, senx+cosx=1, senx+ V3cosz = 1.

5. De la tarea 6
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(a) Graficar con el uso de Mathematica las siguientes funciones

1—
f(x)=senz, g(x)=cosz, h(m)zsezx, j(x)z%.
(b) Grafique también las funciones
1-— 1 1
f(:c)*%, g(:z:):seng, h(:c):xsen;, j(x)::cQSenE.

(c) Se define cot x = 32, Determine el dominio y el perfodo. Trace la grafica primero apie, y
luego con Mathematica. Calcule

lim cotx, lim cotx

x—0+ T—T—

(d) Considere g (z) = 2 + y/x (1 — z). Grafique usando Mathematica, y halle « €]0, 1[ tal que
g(e) =3

6. De la tarea 8

(a) Verifique que f (x) =", con r € Q, es derivable en z > 0, y se tiene

(b) Demuestre que g (z) = cosz es derivable en cada x € R, y se tiene

/ _ @ _ _ .
g (z) = 7 COST sen

(¢) Demuestre que cotangente y cosecante son derivables en sus dominios, y que

d
— cotx = —csc?x, — CSCT = — CSC T COt T
dzx dzx

1.7 [Ejercicios adicionales
1. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

(a) f(z) = |zl enz =0

(b) f(z) =sen (%) enz=0
(¢) f(z)=[[z]] enz =3

@ s@={ 5 577

5 siz=-3

(e) f(x)= x;jgo enz =10

2. Analice la continuidad de las siguientes funciones:

@ rw={,7, $7&

l—z size@Q
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10.

11.

12.

—x sizel

0 90 ={ "o 5558

@n={ 0 330

rsen—
T

Use la desigualdad |sin | < |z| para probar que es continua en 0 y la identidad

. . . (=Y Tty
Smx—smy=2sm T COS 2

para probar que es continua en todo R .

x+1 sizel0,1]
Sea f (z) = { sin(21)

a

Tro1 six € ]1, 71']
. Cual debe ser el valor de a para que f sea continua en [0, 7]

0 sizel
Sea f (1‘) = { six = g c Q,% irreductible.

Muestre que f es continua en I y discontinua en Q.

si f y g son continuas. Muestre que también son continuas:

max (f,g) (z) = max{f(z),g(x)}
max (f,g) (xr) = min{f(z),g(x)}

Sea f: R — R. Pruebe que son equivalentes
I) f es continua en todo R

II) f~1(B) es cerrado VB cerrado.

IIT) f~Y(A) < (f71(4))" VAeR

Pruebe que la ecuacién /z + 1 = 2 — 22 tiene al menos una solucién en el intervalo [0,7].

Se dice que f : [a,b] — R satisface la propiedad de Darboux en [a, ], sii para culesquiera dos
puntos x1 < x9; 1,2 € [a,b],y  Veentre f(x1)y f(x2) Ts:xz <s <z tal que f(s)=c
. Es suficiente la condicién de Darboux para decir que una funcién es continua?

Sea E un conjunto numerable de [a,b]. Construya una funcién discontinua en todos los puntos
de E y continua en todos los demds puntos de [a, b]

Sea f continua en [a, b] tal que f (z) #0 Vz € [a,b]. Pruebe que f (z)-f (y) >0 Vz,y € [a,b].

(a) Sea f :]a,b] — R uniformemente continua. Pruebe que f (]a,b[) es acotado.

(b) Si f es uniformemente continua en todo R. Muestre que existen dos nimeros positivos A
y B tales que |f (z)|=A|z|+ B VzeR

Muestre que si f es una funcién uniformemente continua en E, E es un conjunto acotado,
entonces f es acotada.

Se dice que f es continua a trozos en I, si es continua excepto en una cantidad finita de puntos,
en cada uno de los cuales existen los limites laterales. Demuestre que las siguientes son continuas
a trozos.
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,al, a > 0.

2£c—|—1 sio<zx<1
sil<zx<3

siz=3 I=(0,5]
six >3

(c) h(z)=z]],z e J=[-4T7].

(d) j(z)=(z [[H) z € [0, 4.

13. (Teorema de Rolle, generalizado). Sea f continua en [a,b], tal que en cada x € ]a, b[ existen:

, . fleth) = f(e)
e

vy o fleth) = f(z)
f (-T ) o hlig)l— h

Si f(a) = f (b) =0, demuestre que existe ¢ € ]a, b[, tal que f'(c¢™)f'(ct) < 0.



