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Prefacio

El presente trabajo es fruto de varios anos de experiencia, impartiendo los primeros niveles
de la carrera de Ensenanza de la Matemadtica, en la Universidad de Costa Rica. En el ano
1999, la Escuela de Matemdtica comenzé un proceso de reestructuracién de esta carrera,
con la consigna de transmitir a los nuevos estudiantes, un conocimiento méds acorde con su
condicién de futuro docente de la ensenanza media. Se elaboaron programas, y comenzamos
a editar unos apuntes informales, que han ido tomando forma a través de los afios.

El trabajo nace de la necesidad de dotar al futuro docente, de una herramienta de vital
importancia para su desempeno académico y profesional. Se ha preparado pensando no
solo en estudiantes de Ensenanza de la Matemadtica, sino también en aquellos docentes ya
consagrados que sientan la necesidad de refrescar un poco su memoria, o simplemente disfrutar
de la lectura.

Uno de los objetivos del trabajo es enfatizar la intuicién como herramienta bésica en la
construccién del conocimiento matemdtico, sin perder de vista la rigurosidad. Por ejemplo,
en el primer capitulo no hemos querido ahondar mucho en la axiomética de la teoria de
conjuntos, menos atn hacer un estudio minucioso de las tltimas corrientes de ideas en este
tema. Pero silo hemos concebido como un apoyo valioso para el lector interesado en aprender
los fundamentos de la teoria de conjuntos, y foguearse un poco en las técnicas bésicas de
demostracién asi como en la utilizacién de esta teoria en la resolucién de problemas de
matemadtica elemental.

Aunque a lo largo del trabajo se hacen constantes invitaciones al lector para que verifique
o demuestre ciertas afirmaciones, queremos insistir en que la idea es sentirse libre de usar
la intuicién y no dejarse abrumar por el rigor. En temas como los tratados aqui, un dibujo
siempre ayuda a entender conceptos y a deducir resultados que, de otra manera, aparecerian
como construcciones antojadizas carentes de todo significado.
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Parte 1

Conjuntos, Relaciones y Funciones






Capitulo 1

Un poco sobre Teoria de Conjuntos

1.1 Introducciéon histérica

La teorfa de conjuntos como se conoce hoy en dfa, comienza a desarrollarse a partir de los
trabajos de Georg Cantor! (1845 — 1918), realizados a finales del siglo XIX. Su estudio de las
series trigonométricas lo llevé a la necesidad de comparar cardinalidades de conjuntos infini-
tos, y a establecer asf la nocién de equipotencia de conjuntos. El concepto de potencia para
conjuntos infinitos lo llevé a generalizar los nimeros naturales, obteniendo as{ los cardinales
infinitos, y a desarrollar la teoria y aritmética de nimeros transfinitos.

Los trabajos de Cantor motivaron que otros matemdticos se involucraran en intentos por
presentar la teoria de conjuntos como un sistema de principios logicos. Quizé el esfuerzo mas
evidente en esta direccion, estd representado por los dos voltimenes de la obra de Gottlob
Frege?, en la que indicaba cémo la matematica podia ser desarrollada a partir de una serie
de principios que él consideraba principios l6gicos. Pero no habia aparecido ain el segundo
volumen, cuando Bertrand Russell apunté la existencia de una paradoja que se derivaba de
esos principios, y que parecia destruir toda posibilidad de fundamentar la matemaética en los
principios de Frege.

! Georg Ferdinand Ludwig Phillipp Cantor, naci6 el 3 de marzo de 1845. Descendiente de judios y nacido
en Rusia, vivié en Alemania desde los once anos, adoptando finalmente esta nacionalidad. A su traslado a
Alemania, asistié a varias escuelas privadas de Francfort y Damstandt, e ingresé en el Instituto de Wiesbaden
en 1860.Comenzé sus estudios universitarios en Zurich, en 1862, y al siguiente ano pasé a la Universidad
de Berlin, donde se especializé6 en Matemédticas, Filosofia y Fisica. Entre sus profesores de Matemdtica, se
cuentan Kummer, Weierstrass, y Kronecker. En 1874 aparece su primer trabajo revolucionario sobre la teorfa
de conjuntos, en el que demuestra que no existe una biyeccién entre el conjunto de los nimeros reales y el
conjunto de los nimeros naturales. A partir de 1879 publica una serie de trabajos estableciendo los conceptos
generales de conjuntos abstractos y nimeros transfinitos. Su trabajo fue bien recibido por grandes mateméticos
de la época, entre ellos Richard Dedekind, no asi por otros como Kronecker, quien atacé duramente su trato
con los conjuntos infinitos en la misma forma como si fueran finitos. Cantor murié el 6 de enero de 1918 en
Hale, Alemania. A la fecha ya su obra habia sido reconocida, y le habian otorgados multiples honores.

2Friedrich Ludwig Gottlob Frege, naci6 el 8 de noviembre de 1848, y murié el 26 de julio de 1925. Fue un
matemadtico, 1égico y filésofo alemédn fundador de la moderna légica matematica y la filosofia analitica.
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4 A. Duarte & S. Cambronero

La primera axiomatizacién de la teorfa de conjuntos fue publicada por Ernst Zermelo® en 1908,
y en 1922 Abraham Fraenkel* y otros propusieron un axioma més (axioma de reemplazo),
que completé lo que hoy en dfa se conoce como la teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF). Una
axiomatizacién alternativa fue iniciada por John von Neumann® en 1925, y completada por
Paul Bernays® a partir de 1937, y por Kurt Godel” en 1940. Este enfoque se conoce como la
teoria de von Neumann-Bernays, o también Goédel-Bernays.

En la actualidad podria decirse que la teorfa de conjuntos ha alcanzado su madurez, aunque
siguen apareciendo nuevas teorias que amplian las existentes y sugieren nuevas formas de
conceptualizar ideas que han sido manejadas de una manera intuitiva por varias generaciones.
En este sentido conviene mencionar la teoria axiomaética del andlisis no estdndar, donde
nuevos axiomas se unen a los axiomas clésicos de Zermelo-Fraenkel para dar origen a nuevos
elementos de la recta real que escapan a nuestra intuicién geométrica clésica.

1.1.1 Un poco de terminologia

Generalmente, en una teorfa matemdtica, los términos que denotan las nociones primarias
de esa teoria no se pueden definir. Asi por ejemplo, en geometria resulta dificil dar una
definicién de términos como “punto”, “recta” y “plano”. Usualmente, para estas nociones
primarias, se dan algunos axiomas que sirven para “fijar las reglas del juego” en su utilizacién.
Siguiendo con el ejemplo de la geometria, recordemos una serie de axiomas como: “dos puntos
distintos determinan una recta”; “tres puntos no colineales determinan un plano”; “una recta
conteniendo dos puntos comunes con un plano estd enteramente contenida en ese plano”; etc.
En el caso de la teoria de conjuntos sucede algo similar.

Primeramente, y de acuerdo con lo que acabamos de explicar, un conjunto es una nocién
primaria que no definiremos. Todos los conjuntos, salvo desde luego el conjunto vacio (de-
notado por (), estdn formados por elementos. Para indicar que un elemento pertenece a un
conjunto, utilizamos el simbolo de pertenencia *“ € j. Asi, si a es un elemento del conjunto
A, escribimos a € A, que se lee: “a pertenece a A” o “a es elemento de A”. Para indicar que
a no es un elemento del conjunto A, se utiliza la negacién del simbolo de pertenencia “ ¢ 7.
Es decir, si a no es un elemento de A, escribimos a ¢ A.

Ejemplo 1.1.1 Si A es el conjunto vacio, tenemos x ¢ A para cualquier x.

3Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, matemético y filésofo aleman. Nacié en Berlin el 27 de julio de 1871,
y murié el 21 de mayo de 1953.

4 Adolf Abraham Halevi Fraenkel, matematico alemén de origen judio, nacido en Munich el 17 de febrero
de 1891, muri6é en Jerusalén, Israel, el 15 de octubre de 1965.

% John Von Neumann (Neumann Jénos Lajos), matemdtico hiingaro-estadounidense, de ascendencia judia,.
Naci6 el 28 de diciembre de 1903, y murié el 8 de febrero de 1957).

6Paul Bernays, matemstico suizo, naci6 el 17 de octubre de 1888, y muri6 el 18 de setiembre de 1977. Jugé
un papel crucial en el desarrollo de la légica matemética del siglo XX.

"Kurt Freidrich Goédel légico y matemético, nacié el 28 de de abril de 1906 en Briinn, Moravia (Austria-
Hungrfa, hoy Republica Checa), murié el 14 de enero de 1978.



A. Duarte & S. Cambronero 5

Si A y B son dos conjuntos, diremos que son iguales si tienen exactamente los mismos
elementos y escribimos A = B. Esto, en la teoria axiomatica, es conocido como el azxioma
de extension. Como quiera que se vea, este hecho corresponde con la idea intuitiva de que
los conjuntos consisten de elementos y nada mas; esto es, conocer un conjunto es conocer sus
elementos.

Nota: Cuando decimos que “dos conjuntos A y B son iguales”, realmente queremos decir que
“los simbolos A y B representan el mismo conjunto”.

Ejemplo 1.1.2 Si A es el conjunto formado por todos los nimeros naturales menores que
0, entonces A = ().

Si Ay B son dos conjuntos, diremos que A es subconjunto de B si todo elemento de A es
también elemento de B. Para indicar que A es subconjunto de B, utilizamos el simbolo de
inclusién “ C ”; escribimos A C B. Si A C B, también se dice que A est4d contenido en B, o
que B contiene a A.

Ejemplo 1.1.3 El conjunto de los nimeros naturales estd contenido en el conjunto de los
numeros enteros: N C Z. Ademds Z C Q y Q C R.

Ahora, jqué significa que A no sea subconjunto de B?. Si A no es subconjunto de B, no se
cumple la afirmacién “todo elemento de A es también elemento de B”, y debe existir entonces

por lo menos un elemento de A que no sea elemento de B. Simbélicamente se escribe A ¢ B.

Ejemplo 1.1.4 Note que Z ¢ N, pues existen enteros x que no son naturales. Basta con
observar que —1 € Z y —1 ¢ N.

Ejemplo 1.1.5 FEl conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

En efecto, sea A un conjunto cualquiera. Si fuera falso que ) C A, deberia existir al menos
un x € 0 tal que x ¢ A, y como no existe ningin x € (), esto es imposible. Aqui aplicamos un
argumento de demostracion por contradiccion.

Recordemos que los conjuntos estdn formados por elementos. Si queremos definir un conjunto
particular, es necesario precisar los elementos que lo forman. Para esto se procede de dos
maneras:

e Por enumeracién de todos sus elementos (extension).
Ejemplo 1.1.6 El conjunto formado por las letras a, e, i, o, u.

e Enunciando una propiedad caracteristica de sus elementos (comprension).

Ejemplo 1.1.7 El conjunto de los nimeros enteros multiplos de 3.
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Para denotar los conjuntos utilizaremos los simbolos { }, asi :

e {a,e,i,0,u} se leerd “el conjunto formado por las letras a,e,i,0,u ”.

e {x:z es entero multiplo de 3 } se leerd “el conjunto de los enteros x que son multiplos
de 3”.

Ejemplo 1.1.8 {x x es entero y 2 4 3z + 2 = 0} ={-1,-2}
Ejemplo 1.1.9 {w :x es entero y x? = 2} =0
En teorfa de conjuntos, la utilizacién de algunos simbolos facilita la escritura. Dos de esos

simbolos son los llamados cuantificadores:

V : que se lee “para todo”, y se denomina cuantificador universal,

3 : que se lee “existe”, y se denomina cuantificador existencial.
Estos nos permiten escribir de manera abreviada las definiciones dadas anteriormente.

Por ejemplo:

e A C B lo escribimos : Vx € A se tiene x € B (para todo x elemento de A se tiene

que z es elemento de B ). En algunos contextos se suele abreviar mds, escribiendo
(Vz € A)(x € B).

e A ¢ B lo escribimos: 3z € A tal que z ¢ B (existe un x elemento de A que no es
elemento de B). Mds abreviadamente, (3x € A) (v ¢ B).

La relacién de inclusién, nos permite dar una definicién alternativa de igualdad entre conjun-
tos. Recordemos que A = B si tienen exactamente los mismos elementos, lo que es equivalente
a decir que A C By B C A. Claramente, para que A sea distinto de B ( A # B ), debe
ocurrir que A ¢ B o B ¢ A. Dicho de otro modo, A # B si ocurre alguno de los siguientes
casos:

1. existe al menos un elemento a € A tal que a ¢ B, o

2. existe al menos un elemento b € B tal que b ¢ A.

1.1.2 Sobre las negaciones de los cuantificadores

En general, si p(z) representa cierta afirmacién sobre el elemento x, podemos formar nuevas

afirmaciones
(Ve € A)p(x) “para todo z en A se cumple p(z)”

(Jx € A)p(x) “existe x en A tal que se cumple p(z)”
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Por ejemplo, si p(z) es la proposiciéon 22 +1 = 0, y si A = R, entonces podemos formar la
nueva proposicién

(Jz €R) (2 +1=0),
la cual es falsa. Su negacién estd dada por:
(Vz € R) (2 + 1 #0),
la cual es verdadera. En general, la negacién de (Va € A) p(z) estd dada por

Bz € A) ("p(x)) ,

donde p(z) es la negacién de p(z). La negacién de (Jz € A) p(z) estd dada por
(Vo e A) (p(x)) .-

En matemsdtica, a veces se utiliza un conjunto de referencia E (que contiene a todos los
conjuntos con los que se estd trabajando). Se entiende entonces que todo elemento en el
contexto pertenece a F, asi que no es necesario escribir “x € E”. Por ejemplo, la proposicién:
(Vz € E) p(x) se escribirfa abreviadamente como: (Vz)p(x).

Bajo esa convencién, la definicién de subconjunto se puede reescribir asi:

ACB& (Vre A)(x e B),

o también:

ACB<& (Vz)(r € A=z € B).

La igualdad estarfa dada por:
A=B& (Vz)(re A<z e B).

Finalmente, utilizaremos la notacién

{reE:p(x)}

para denotar al conjunto de elementos de E que satisfacen la propiedad p(x). Si no hay
ambigiiedad, se escribe simplemente {z : p (z)}.

1.1.3 Algunas reglas importantes

Dado un elemento a y un conjunto F, entre las dos relaciones a € E'y a ¢ F, una y solo una
es verdadera. Aqui se aplica el “principio del tercero excluido”. El “principio de no
contradiccién” permite concluir que las dos proposiciones no son ciertas simultdneamente.
Finalmente, decimos que un conjunto F estd bien definido si para todo elemento a siempre
es posible decidir si pertenece o no al conjunto F.

Por mucho tiempo se acostumbré definir un conjunto con solo dar cierta condicién sobre
sus elementos. Sin embargo, al aparecer ciertas paradojas de la teorfa de conjuntos, debi6
pensarse en una teorfa axiomadtica que evitara ese tipo de situaciones. Por ejemplo:
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e No podemos hablar del conjunto de todos los conjuntos.

e Un conjunto no puede ser considerado como elemento de si{ mismo.

Supongamos, por ejemplo, que podemos hablar del conjunto de todos los conjuntos, al cual
denotamos por X. Tenemos entonces dos categorias de conjuntos: los que son elementos de si
mismos y los que no lo son. Sea F' el conjunto de todos los conjuntos de la segunda categoria,
es decir

F={AcX:A¢A}.

La pregunta siguiente es: ;En cudl categoria podemos ubicar al conjunto F' 7.

Si F' € F entonces, puesto que los elementos de F' son los conjuntos que no son elementos de
s{ mismos, tenemos F' ¢ F' . Obtenemos una contradiccion, y por lo tanto es falso que F' € F.
Pero entonces F' ¢ F', y por definicién de F se sigue que F' € F, llegando nuevamente a una
contradiccién. Esto demuestra que X no puede ser considerado como conjunto.

1.1.4 Ejemplos de inclusién e igualdad de conjuntos

Ejemplo 1.1.10 Considere los conjuntos
A={z€Z :z espary0 <z <15}, B=1{2,4,6,8,10,12,14}.

Entonces A = B.

Ejemplo 1.1.11 Considere los conjuntos A = {x € Z : x es maltiplo de 3}, y B = {9,12,27}.
Entonces tenemos B C A, pero A ¢ B, dado que por ejemplo 6 € A y 6 ¢ B. Consecuente-
mente se tiene también A # B.

Ejemplo 1.1.12 Sean A ={1,2,3,4,6} y B ={3,5,6,10,12}. Entonces A L B, pues 4 € A
y 4 ¢ B. Por otro lado, B¢ A pues 12 € B y 12 ¢ A.

Ejemplo 1.1.13 Sea A ={n € N:n es impar}, y sea B={n € N:n es primo}. Entonces
se tiene A # B, pues por ejemplo 9 € A, pero 9 ¢ B. En particular no se tiene A C B (esto
es A¢ B). Tampoco se tiene B C A, pues2 € B y2 ¢ A.

Ejemplo 1.1.14 Sea A = {n eN:3<n?< 30} y sea B = {2,3,4,5}. Entonces A = B.
Para ver esto tenemos que demostrar que A C B y B C A. Para demostrar que B C A nada
mds hay que observar que el cuadrado de cada elemento de B es un nimero natural entre 3
y 30, lo cual es evidente. Para ver que A C B, tomemos un elemento n de A. Entonces debe
tenerse 2 < n <5, y comon € N se concluye que n € B.
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1.1.5 Propiedades de la inclusién y la igualdad de conjuntos

Es bastante evidente que la igualdad de conjuntos satisface las siguientes propiedades:
e Reflexividad: Para todo conjunto A se tiene A = A
e Simetria: Si A = B entonces B = A
e Transitividad: Si A= By B = C, se sigue que A = C.

En efecto, estos son axiomas légicos de igualdad, védlidos en cualquier contexto de matemaética
clédsica. En el capftulo siguiente estudiaremos las relaciones de equivalencia, que son sim-
plemente una abstraccién del concepto de igualdad, en el sentido que satisfacen estas tres
propiedades.

La inclusién satisface las siguientes propiedades:
e Reflexividad: Para todo conjunto A se tiene A C A.
e Antisimetria: Si A C By B C A entonces A = B.

e Transitividad: Si A C By B C C, se sigue que A C C.

Las relaciones que cumplen estas propiedades se llaman relaciones de orden, de acuerdo con
lo que estudiaremos en el capitulo siguiente.

Ejemplo 1.1.15 El conjunto A = {n € N : n es par} es subconjunto de Z. En efecto, dado
que ACN y N CZ, el resultado se obtiene de la transitividad.

1.2 Conjunto potencia

Antes de dar una definicién formal del conjunto potencia o conjunto de partes de un conjunto,
veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.2.1 Si E = {a,b,c}, los subconjuntos de E son los conjuntos: E, 0, {a}, {b},
{c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}. Al conjunto

P(E) =A{E,0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b, c}}

se le llama el conjunto potencia de E o el conjunto de partes de E.

Definicién 1.2.1 Dado E un conjunto cualquiera, el conjunto de todos los subconjuntos de
E se llama Conjunto Potencia de E, o Conjunto de Partes de E, y se denota por P(E).
Simbdlicamente se tiene

PE)={X:XCFE}
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De acuerdo con la definicién de inclusién, E es subconjunto de si mismo para cualquier
conjunto E. Por lo tanto E € P(FE), e igualmente ) € P(FE). Como consecuencia se tiene

P(E) £ 0.

Ejemplo 1.2.2 Si E =0, se tiene que P(E) = {0}. Tenga presente que ) # {(0}.
Ejemplo 1.2.3 Sea E ={x € Z: x es multiplo de 3 y 9 < x < 18} ={9,12,15}. Entonces
P(E)={0,{9,12,15},{9}, {12}, {15},{9,12}, {9, 15}, {12, 15} }.

Ejemplo 1.2.4 Si E = {3,4}, entonces P(E) = {0,{3,4},{3},{4}}.

Observe que para el caso E = () se tiene P(E) = {0}. En este caso E tiene cero elementos
y P(E) tiene un elemento (o sea 2° elementos). Para el caso E = {3,4}, E consta de
dos elementos y P(E) = {0,{3,4},{3},{4}} consta de cuatro elementos (22 elementos).
Finalmente, el conjunto E = {9,12,15} estd formado por tres elementos, mientras que P(E)
estd formado por ocho elementos (23 elementos).

De manera general, se puede demostrar usando un argumento inductivo que: si £ es un
conjunto formado por n elementos, entonces el conjunto P(E) estd formado por 2" elementos.
Esto se puede intuir del hecho que, para A C F, cada elemento de FE tiene dos posibilidades:
pertenecer a A o no pertenecer a A. Como F tiene n elementos, en total hay 2-2----- 2=2"
posibilidades de escoger el conjunto A.

1.2.1 Algunas cosas que conviene tener presentes

e Si A es un elemento de P(E) y si B C A, entonces B también es un elemento de P (E).
En efecto, note que A € P(F) significa que A C E. Asi, se tiene que BC Ay ACE,
y consecuentemente B C F. Es decir, B € P(FE).

e Para cualquier conjunto E se tiene: P(FE) # 0 y P(E) # E. En efecto, E C E y por
lo tanto E € P(E) con lo cual resulta que P(E) # (. Ademds, del hecho que E ¢ E y
E € P(E), resulta E # P(E).

e El conjunto P(F) esta formado por elementos que son a su vez conjuntos: todos los

subconjuntos de F.

1.2.2 Unas palabras sobre los simbolos “= "7y “ &7

113

El stmbolo “ = ” se lee “implica” y se utiliza para sustituir la frase: “si... entonces...”. Por

ejemplo, en lugar de: “Si F = () entonces P(E) = {0} 7, podemos escribir:
E=0=PE)={0}.
Para escribir: “si A C B entonces P(A) C P(B) ”, podemos hacerlo asi:

ACB=P(A) CP(B).
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En algunos casos, se puede demostrar que un cierto “implica”’ es vdlido y que también es
valida la otra direccién. Por ejemplo, se puede probar que si A C B entonces P(A) C P(B),
pero también se puede demostrar que si P(A) C P(B) entonces A C B. En este caso se
escribe

AC B & P(A) CP(B),

7

y decimos que las proposiciones “A C B” y “P(A) C P(B) ” son equivalentes.

El simbolo “ < 7 se lee “si y solo si”, y a veces se abrevia “sii”.

Seguidamente, vamos a considerar un conjunto de referencia F, y sobre P(E) definiremos
una serie de operaciones.
1.3 Interseccién de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, se llama “intersecciéon de A y B” al conjunto formado por los
elementos que pertenecen simultdneamente al conjunto A y al conjunto B. Tal conjunto se
denota por A N B. Simbdlicamente

ANB={z:zcAyzeB}={recA:xz¢€ B}.

Note que si los conjuntos A y B son elementos de P(E), la interseccién nos permite crear un
tercer conjunto que también pertenece a P(E).

Ejemplo 1.3.1 Sea FE el conjunto de los nimeros naturales, y considere los conjuntos:

A = {zx € E:x es dvisor de 18}
B = {x e E:x es divisor de 45}

Por extension tenemos:
A= {1,2,3,6,9, 18}, B = {1,3,5,9, 15,45}.

Luego ANB = {1,3,9}. Observe que los elementos de ANB resultan ser los divisores comunes
de 18 y 45.

Ejemplo 1.3.2 Sea E el conjunto de los naturales, y sean

A = {z € E:x es mailtiplo de 4}
B = {z € E:x esimpar}

Note que A = {4,8,12,16,20,...} y B = {1,3,5,7,9,11,...}. Entones AN B = (. En casos
como este se dice que A y B son disjuntos.
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1.3.1 Propiedades basicas de la interseccién

1. Para todo par de conjuntos A y B en P(F) se cumple:
ANBCA, ANBCB, ANBePE).

En efecto, AN B C A puesto que todo elemento comiin de A y B es elemento de A. De
manera andloga AN B C B. Por otro lado, como A € P(E) tenemos A C E, y como
AN B C A, se concluye que ANB C E, estoes AN B € P(E).

2. La interseccién de conjuntos es conmutativa: AN B = BN A.
3. La interseccién es asociativa: (ANB)NC =AN(BNC).
4. Para todo A € P(FE), se cumple AN A= A.
5. Para todo D € P(E) se tiene
DCAyDCBeDCANB.

Se invita al lector a convencerse de estos resultados, y a intentar una demostracién de cada
uno de ellos.

1.3.2 Sobre el uso de diagramas o pinturas

A veces es conveniente utilizar diagramas para darse una idea geométrica de lo que significa
una operaciéon entre conjuntos, o cierta identidad. En dichos diagramas los conjuntos se
pintan como “regiones” o figuras geométricas en un plano, por lo que debe tenerse cuidado
y recordar que estas pinturas son una creacién didéctica, y no sustituyen en absoluto el
concepto. La representacién grafica de la interseccién, se presenta a manera de ejemplo en la
figura 1.1.

Figura 1.1: La parte sombreada representa A N B.
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Debe insistirse en que la forma que tengan las figuras, o la ubicacién que les demos con
respecto a las otras, en general no tienen nada que ver con los conjuntos en si.

Una buena préctica para el lector es convencerse de las propiedades enunciadas arriba, me-
diante el uso de diagramas.
1.4 Unién de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, se llama “unién de Ay B” al conjunto formado por los elementos
que pertenecen al menos a uno de ellos. Lo denotamos por A U B. Simbdlicamente:

AUB={z:z € Aox € B}

La unién de conjuntos se representa griaficamente en la figura 1.2.

Figura 1.2: La parte sombreada representa A U B.

Ejemplo 1.4.1 Sea E = N, y sean

A = {x € E:x es divisor de 20}
B = {x € FE:x es divisor de 16} .

Tenemos A = {1,2,4,5,10,20} y B = {1,2,4,8,16}. Luego
AUB ={1,2,4,5,8, 10, 16, 20}.
1.4.1 Propiedades bdasicas de la unién

1. Para cualesquiera dos conjuntos A y B en P(FE) se tiene:

ACAUB, BCAUB, AUBEeP(E)

2. La unién de conjuntos es una operacién conmutativa: AU B = B U A.
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3. La unién de conjuntos es una operacién asociativa: (AUB)UC =AU (BUC).
4. Para todo conjunto A, se cumple AU A = A.

5. Para todo D € P(E) se tiene:

(ACDyBCD)« AUBCD.

Las primeras cuatro propiedades se dejan como ejercicio. Para demostrar la propiedad 5,
primero suponemos que A C Dy B C D; entonces dado x € AU B setienex € Aoz € B,
y como ambos son subconjuntos de D, se concluye que x € D. Reciprocamente, suponga que
AU B C D; entonces como A C AU B (por la propiedad 1) se sigue de la transitividad que
A C D,y similarmente B C D. [J

1.4.2 La doble distributividad de las operaciones booleanas

1. La unién es distributiva con respecto a la interseccién

AU(BNC) =(AUB)N(AUC)

2. La interseccién distribuye con respecto a la unién

AN(BUC) =(ANB)U(ANC)

La primera de estas identidades se puede visualizar geométricamente en las pinturas de la
figura 1.3. En la primera se sombre6 AU (BNC), en la segunda se sombre6 AU B y en
la tercera A U C. La identidad dice que la parte sombreada de la primera pintura, es la
interseccién de las partes sombreadas en las otras dos.

Vs Vs Vs
9' e' g'

Figura 1.3: Distributividad de la unién con respecto a la interseccion.

En los ejercicios se le pide al lector demostrar estas dos propiedades.
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1.5 Complemento y diferencia de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia B — A se define como el conjunto formado por los
elementos de B que no estan en A. Mds precisamente se tiene

B-A={zeB:xz¢A}.
Note que aqui no se asume ninguna relacién entre A y B. En caso que A sea subconjunto de

un conjunto F, al conjunto E — A también se le llama complemento de A con respecto a F,
y se denota CgA. Asi, se tiene que

CkA=E—-A={zxcE:x¢A}.
Es muy importante tener presente que Lz A es un subconjunto de F ([:EA € P(E)) , v que el
conjunto de referencia E es fundamental pues Lz A varia cada vez que varfa E. Cuando en el
contexto no hay ambigiiedad sobre quién es E, se suele escribir simplemente CA, y también

se denota A° = CA = CgA. La diferencia de conjuntos se representa graficamente en la figura
1.4.

\\

Figura 1.4: La parte sombreada representa B — A.

El complemento de A en E se puede representar como se muestra en la figura 1.5.

Ejemplo 1.5.1 Si A=[-5,7] y B=1{1,2,3,4,5}, tenemos B — A = {4,5}.

Ejemplo 1.5.2 Sea E =R y sea A= {z € R:x < 2}. Entonces
CeA={zeR:x>2}.

Ejemplo 1.5.3 Sean A = [1,4] y B = [3,6]. Entonces AUB = [1,6], ANB = [3,4], y
A-B=[13].
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Figura 1.5: La parte sombreada representa CpA.

1.5.1 Algunas propiedades del complemento
1. Si AC E, entonces LpA =FE < A= 0.

Demostracion

Recordemos que para demostrar una doble implicacién o equivalencia, se debe demostrar
la veracidad del “implica” en las dos direcciones.

“ & 7 Supongamos que A = () y probemos que (zA = E. Por la definicién, sabemos
queCgh C E y bastarfa entonces con demostrar que £ C Cg0. Dado x € E, como x ¢ 0
tenemos = € Cx0. Esto demuestra el resultado.

“ = 7 Supongamos que CpA = E, debemos demostrar que A = (). Supongamos que
A # (), entonces debe existir al menos un x € A. Pero como A C E, se tiene z € F =
CeA, lo que implica x ¢ A. Como esto es contradictorio, se sigue que A = (). [J

2. Consideremos A C E. De acuerdo con la definicién de complemento, hemos visto que
CrA C E y por lo tanto tiene sentido hablar de Cg (E EA) . Mostraremos que:

Ci (Cpd) = A,

Esta es conocida como la ley de involucién. Para demostrarla basta con observar que,
para todo = € F, se tienen las equivalencias siguientes:

Se invita al lector a escribir esto con mds detalle.

3. Sea A C E. Entonces CpA=0< A=E.
Demostracion

Por la propiedad 1 tenemos

EEA:®<:>EE (EEA) =F,
y por la propiedad 2, A =Cg (EEA) . Entonces CpA=0< A=F
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4. Si Ay B son subconjuntos de F entonces

ACB<(gBC(CgA

jHaga la demostracion!
5. Si Ay B son subconjuntos de F se tiene

A-B=AnCgB. (1.1)
jHaga la demostracion!

1.5.2 Leyes de De Morgan

Si Ay B son subconjuntos de E, entonces

EE(AUB) = [:EAQ[:EB
EE(AQB) = [:EAU[:EB

Estas dos propiedades se conocen como las leyes De Morgan. Vamos a demostrar la primera
propiedad, y para esto tomamos x € Cg(A U B). Por definicién de complemento se tiene que
r € Eyx¢ AUB, lo cual garantiza que x ¢ Ay = ¢ B. Esto demuestra que x € CpANCgB,
y luego Cx(AUB) CCgANCeB.

Por otro lado, si z € CgANCeB tenemos x € Ey (x ¢ Ay x ¢ B), y por lo tanto z € E
yx ¢ AU B, con lo cual z € Cg(A U B). Esto demuestra la otra inclusién, y por lo tanto la
igualdad.

La demostracién de la segunda ley de De Morgan, se deja como ejercicio. [J

Nota: Las férmulas de De Morgan, de manera abreviada, se enuncian como sigue:

El complemento de la union es la interseccion de los complementos,
y el complemento de la interseccion, es la union de los complementos.

En caso que A y B no estén contenidos en FE, las leyes de De Morgan toman la siguiente
forma:

E-(AuB) = (E-A)N(E-B)

E—-(AnB) = (E-A)U(E-B).

La demostracion es idéntica al caso de complementos.

En algunos casos, las leyes de De Morgan y la ley de involucién ([: E ([: EA) = A) , permiten
hallar facilmente el complemento de una expresién en la que figuren uniones e intersecciones.
Consideremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.5.4 Hallar el complemento (en E) de ((CpA) UB) N (CUCED).

Por las férmulas De Morgan y la ley de involucion se tiene:

Ce{(Ced)uB)n(CulgD)} = [Cg((CgA)uB)|U[Cg(CUlED)]

= [Cg (CeA)nCeB] U [(CxC) NCg (C&D)]
(AnCgB) U ((CeC) N D)
— (A-B)U(D-0C).

1.6 La diferencia simétrica

Definicién 1.6.1 Dados los conjuntos A y B, se llama diferencia simétrica de A y B al
conjunto (A— B)U(B—A).

Figura 1.6: La parte sombreada representa AAB.

La diferencia simétrica de A y B es entonces el conjunto de puntos que pertenecen a uno, y
solo uno, de estos conjuntos. Se denota por AAB, esto es

AAB = (A—B)U (B - A).

En algunas ocasiones, es muy ttil expresar la diferencia simétrica en términos de las opera-
ciones de unién, interseccién y complemento.

Teorema 1.1 Sean A, B € P(E). Entonces

(a) AAB = (AnCgB)u(BnCgA)
(b) AAB = (AUB)-(ANB)

Demostracién
La parte (a) es una consecuencia inmediata de las definiciones, y de la la propiedad (1.1).
Demostremos la parte (b):
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Por las leyes de De Morgan y de distributividad se tiene

(AUB)—(ANB) = (AUB)N(ANB)°

(AUB)N(A°U B°)

(ANA YU (AN B)U(BNA°)U (BN B
PUA-B)U(B—-A)UD

= AAB.O

1.6.1 Algunos ejemplos
Ejemplo 1.6.1 {1,2,3,4}/A{2,5,4,7} = {1,3,5,7}

Ejemplo 1.6.2 Sea P el conjunto de los nimeros naturales pares, y @ el conjunto de los
primos. Entonces

PAQ = (PUQ)—(PNQ)
= {z € N:z es par o primo} — {2} .

Ejemplo 1.6.3 Sea A =[1,4] y B = [3,6]. Entonces AAB = [1, 3[U]4, 6].

1.6.2 Algunas propiedades de la diferencia simétrica
Teorema 1.2 Sean A, B,C € P(E), entonces

(a) AAD=A

(b) AANA=1

(c) AAB = BA A (propiedad conmutativa)

(d) (AAB)AC = AA(BAC) (propiedad asociativa)

(e) (AAB)NC =(ANC)A(BNC) (propiedad distributiva de la interseccion con respecto
a la diferencia simétrica).

Demostracién
Probaremos la parte (d), la cual requiere de mas cuidado. El resto se deja de ejercicio.
Primero observemos que, por el teorema 1.1,

(AAB)AC = [(AAB) — C]U[C — (AAB)].

Desarrollemos la primera parte del lado derecho:
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(AAB)—C = [(AnCgB)u(BnCgA)]nCpC

= [(AnCegB)nCeClU[(BNCgA)NCEC]
(AnCg(BUC)) U (BNl (AUQ))
A= (BUONU[B = (AUC)].

Para la segunda parte observemos que

C—(AAB) = Cnlg([AuBINCg[ANB))
= Cn[lg(AUuB)U(ANB)]
= [CnCg(AuB)]Uu[CN(ANDB)]
= [C-(AUB)JUANBNC)

Pegando las dos partes calculadas obtenemos

(AABYAC = [A—(BUC)U[B - (AUC)]
U[C — (AUB)U[ANBNC].

Ahora observemos que la expresion del lado derecho es simétrica en A, By C, lo que significa
que
(AAB)AC = (BAC)AA,

y finalmente, por la conmutatividad obtenemos

(AAB)AC = (BAC)AA
= AA(BAC). O

\(
e'

Figura 1.7: Representacion gréfica de la asociatividad.
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1.7 Producto cartesiano de conjuntos

Para formar el producto cartesiano de un conjunto A con un conjunto B, el cual denotamos
por A x B, se deben considerar los pares ordenados de elementos de A con elementos de B.

1.7.1 Unas palabras sobre los pares ordenados

Usualmente cuando hablamos de pareja ordenada o par ordenado, decimos que se toma un
x€Ayuny € B,y que (z,y) es un par ordenado. Sin embargo, no se precisa qué significa
par ordenado. Debemos indicar que en una definicién de par ordenado, es fundamental poder
distinguir entre el primer y el segundo elemento, y ademés poder precisar si dos parejas dadas
son iguales.

Una manea de lograr esto es mediante la definicién

(z,y) = {z} {z, y}} -

Vamos a verificar que, efectivamente, esta definicién nos proporciona los elementos deseados.
Veamos primero que esta definicién nos permite distinguir entre el  y el y. En efecto, si

x # y tenemos {a} # {y} # {2y}, asi que

(z,9) = {{z} {2, 91} # Hyh {291} = (4, 2).

Veamos ahora que

(z,y) =(z,w) =2y y=w.
“«<” Observe que si z = z y y = w, entonces
(z,y) = {{z}, {z, 4} = {{z} {2 w}} = (zw).

“=" Supongamos que (x,y) = (z,w), y probemos que x = z y y = w. La hip6tesis nos dice
que

e} {2,y = Hz) {70}
Tenemos entonces que {z} € {{z},{z,w}}, y por lo tanto hay dos posibilidades:

e Si {z} = {z} entonces x = z.

e Si{z} = {z,w} se sigue que x = z = w.

En ambos casos concluimos que x = z. Consecuentemente {z,y} = {z,w}, de donde se sigue
que y = w. U
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1.7.2 Definicién del producto cartesiano

Definicién 1.7.1 Sean A y B dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de A y B por
Ax B=A{(z,y):x €A, ye B}.

Ejemplo 1.7.1 Sean A = {1} y B = {3}. Entonces A x B = {(1,3)}, y Bx A= {(3,1)}.
Esto muestra que en general A x B # B x A.

Ejemplo 1.7.2 Sea A ={1,2} y B = {3,4}. Entonces

Ax B = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)},
BxA = {(31),03,2),41),(42).

Ejemplo 1.7.3 Considere los intervalos

A = {zeR:a<z<b} =]a,b]
B = {yeR:c<y<d}=]led,

donde a,b,c,d € R son tales que a < b y ¢ < d. Entonces
AxB={(z,y) eR*:z€[a,b] yy€[c,d]}

es un rectdngulo con borde.

AxB

Figura 1.8: Representacion grafica del productocartesiano de intervalos.

Comentario: Sean A y B dos conjuntos no vacios. Sia € Ay b € B, se tiene que
{a} CAUB y {a,b} CAUB.

Asi resulta que

(a,b) = {{a},{a,b}} CP(AUB).
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Es decir:
(a,b) e P(P(AUB)).

Por lo tanto, una definicién precisa del producto cartesiano de A y B seria:
Ax B={(a,b) e P(P(AUB)):a€ Ay be B}

Conviene notar que en general

Ax(BxC)#(AxB)xC

ya que los elementos de A x (B x C) son pares ordenados de la forma (a, (b,c)),cona € Ay
(b,c) € B x C, mientras que los elementos de (A x B) x C son pares ordenados de la forma
((a,b),c), con (a,b) e Ax ByceC.

Las siguientes propiedades merecen ser recordadas:

1. A x ) = () para cualquier conjunto A.

En efecto, si A x () tuviera algtin elemento, este serfa un par ordenado (a,b), con a € A
y b € (). Pero como no hay ningin b € (), no existe tal par ordenado.

2. SiA# 0y B # 0, entonces A x B # (). En efecto, como A # () existe a € A, y como
B # () existe b € B. Luego (a,b) € A x B, y por lo tanto este conjunto no es vacfo.

3. La propiedad anterior se puede enunciar también asi: Si A x B = (), entonces A =) o
B=10

4. Ax (BUC) = (Ax B)U (A xC). Esta es la propiedad distributiva del producto
cartesiano con respecto a la unién (demuéstrela).

Ejemplo 1.7.4 Sean A = {1,2}, B = {4}, y C = {5,6}. Vamos a verificar que A X
(BUC) = (AxB)U(AxC) en este caso particular:

Ax(BUC) = {1,2} x ({4} U {5,6})

{1,2} x {4,5,6}
{(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6)}
{(1,4),(2,4),(1,5),(1,6),(2,5),(2,6)}
= ({12} x {4} U ({1, 2} x {5,6})

= (AxB)UAXxC(C).

1.8 Familias de conjuntos

Hemos dicho que los conjuntos se denotan con letras mayusculas del alfabeto. Si pensamos en
que cada letra del alfabeto A, B, C, ..., Z denota un conjunto, entonces tenemos una familia
finita de conjuntos. Sin embargo, el usar las letras del alfabeto para denotar familias de
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conjuntos tiene un problema, cual es el vernos limitados a trabajar con familias cuyo nimero
de miembros no sobrepase el nimero de letras del alfabeto. Para resolver esta limitacién,
vamos a utilizar los subindices. La idea es utilizar una letra cualquiera con subindices para
denotar los conjuntos de cierta familia. Por ejemplo, Ay, As, A3, A4,.... De esta forma,
podemos trabajar con familias de conjuntos sin importar el nimero de miembros que las
compongan. Por supuesto que en algunos casos es necesario hacer una escogencia adecuada
del conjunto de indices (conjunto al cual pertenecen los subindices). Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.8.1 Sea & una familia compuesta por 2 elementos. Entonces escribimos
& = {G1,G2}

Ejemplo 1.8.2 Sea § una familia compuesta por 535 conjuntos.
Entonces escribimos

§={F1,F>, F3,...,Fs35}
1.8.1 Intersecciéon de familias finitas

Definicién 1.8.1 Sean Ei, Es, E3,...,E,, n conjuntos dados. Se llama interseccion de
B, By, Es,...,E, al conjunto formado por los elementos que pertenecen simultdneamente
a todos los n conjuntos dados.

La interseccion de los conjuntos E1, Fs, E3, ..., E, se denota por
n
EiNnEsn...NE,, otambién por ﬂ E;
i=1

De forma abreviada se puede escribir
n
mEi:{m:mGEi para cadai=1,2,...,n}
i=1

Algunos ejemplos aclarardn mejor este concepto.

Ejemplo 1.8.3 Para E; = {2,5,8,9}, Ey = {5,9,11}, FE3 = {1,3,5,8, 9}, E, = {10,5,9},
se tiene

4
() Ei = {5,9}.

Ejemplo 1.8.4 Consideremos los siguientes subconjuntos de N:
E,={1,...,i}, coni=1,2,...,n.
Es decir, By = {1}, Es = {1,2}, E3 = {1,2,3}, y asi sucesivamente. Se tiene entonces

() E: = {1}.
=1
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Ejemplo 1.8.5 En un plano dado, consideremos los siguientes conjuntos:
Ay : Congunto de todos los cuadrildteros.
Ao : Conjgunto de todos los poligonos con dngulos iguales.
As @ Conjunto de todos los poligonos con lados iguales.
Entonces resulta que:
A1 N Aa N As es el conjunto de todos los cuadrados.

Nota: Todos los resultados que hemos demostrado para la interseccién de dos conjuntos,

siguen siendo vélidos para el caso de la interseccién de n conjuntos, con obvias modificaciones.
Por ejemplo, es claro que

n
ﬂAi C Aj, paracada j=1,...,n.
i=1

Ademsds, si C C A; para cada ¢ = 1,...,n se sigue que

C C ﬁ A;.
i=1

Invitamos al lector a ensayar una demostracién de estos resultados.

1.8.2 Uniodn de familias finitas

Definicién 1.8.2 Sean E1, Es, ..., E, conjuntos dados. Se llama union de estos conjuntos,
al conjunto cuyos elementos pertenecen al menos a uno de ellos.

La unién de los conjuntos F1, Fo, ..., E, se denota por £y UFEsU...U E,, o por

En forma abreviada podemos escribir

n
UEi:{x:aseEi, para algin i = 1,2,...,n}
i=1

Consideremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.8.6 Si Fy = {1,2,3}, Ey = {1,5}, B3 = {2,7,9}, B4 = {4,5,8}, se tiene

4
UEZ':E1UE2UE3UE4:{172a3a455777879}‘
=1
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Ejemplo 1.8.7 Consideremos los siguientes subconjuntos de N : E; = {1,...,i}, para i =
1,2,...,n. Note que E1 = {1}, Ey = {1,2}, y asi sucesivamente. En este caso se tiene que

n
UE=E.={12,....,n}.
=1

Ejemplo 1.8.8 Sea A el conjunto formado por los nimeros de cuatro cifras que tienen por
lo menos un cero. Parai=1,2,3, sea A; el conjunto de nimeros de cuatro cifras que tienen
i ceros y las 4 — 1 cifras restantes diferentes de cero. Entonces

3
mu@u@:Um:A
=1

En efecto, si x € A tiene por lo menos un cero; si tiene tres cifras diferentes de cero pertenece
a Ap, si tiene dos cifras diferentes de cero pertenece a Ao, y si tiene una sola cifra distinta

3
de cero pertenece a As. En cualquiera de los tres casos x € |J A;, de donde resulta que
i=1
3 1
AC U A
i=1
3
Por otro lado, si x € |J A; se tiene que x € A; para algin i =1,2,3, y como cada A; C A,
i=1
' 3
resulta x € A, con lo cual |J A; C A.
i=1

Al igual que en el caso de la interseccién, se generalizan las propiedades de unién al caso de
uniones finitas:

n
Aj C UAi’ para cada j =1,...,n.
i=1

También, si A; C D para cada i =1,...,n se sigue que
n
J4cD.
i=1

1.8.3 Generalizacién de las leyes de De Morgan

Las férmulas de De Morgan se pueden generalizar al caso de n conjuntos de la manera

siguiente:
n

(a) Cg <iU1 Ai) = f]l Cpd,;

() Cs (n Ai) - U Cea
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n
Para demostrar la primera asercién, tomemos z € Cg (U Ai> . Esto significa que x € F' y

x ¢ U A;. Pero por definicién de unién, esto es equivalente a tener x ¢ A; para cada i, es
i=1

decir a: € CpA,; paracadai = 1,...,n. Finalmente, por definicién de interseccién esto significa

T € ﬂ CrA;. Los pasos anteriores se pueden recorrer en la otra direccién, demostrando la

1gualdad deseada. [J

La otra ley se deja como ejercicio.

1.8.4 Generalizacién de las leyes distributivas

Similarmente, las leyes distributivas se pueden generalizar al caso de uniones e intersecciones
de n conjuntos.

(a) Aﬂ(GBJ [JMHB)
Jj=1 Jj=1

(b) AU(ﬁBJ ﬁ(AuB)
Jj=1 J=1

Demostremos la segunda igualdad:

n n
Primero, dado z € AU | Bj> ,setienex € Aéx € () Bj. Siz € Aentonces v € AU B;
=1 j=1

n
para cada j, con lo que z € | (AUB;j). Si « ¢ A entonces x € ﬂ Bj, lo que significa que
J=1 Jj=
x € Bj para cada j = 1,...,n. Luego, como B; C AU B; se tiene x 6 AU B; para cada j, y

n
esto implica z € (] (AU Bj) .
j=1
n
Reciprocamente, si € () (AU Bj), tenemos x € AU B; para cada j. Si € A entonces
j=1

n n
€ AU ( N Bj) .Siz ¢ A, sesigue que x € B; para cada j, y consecuentemente z € (1) Bj.
i— i=1

n
Luego z € AU <ﬂ Bj>.D
i=1

La primera identidad se deja como ejercicio.

1.8.5 Generalizacién del producto cartesiano

Asi como se ha definido el concepto de par ordenado, podemos definir las tripletas ordenadas,
de manera que cumplan con condiciones andlogas. Mads precisamente, requerimos que se
cumpla

(a,b,¢c) = (z,y,2) a=z, b=y, c=z.
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Una manera de lograr esto es mediante la definicién

(a,b,¢) = ((a,b),c).

Es decir, una tripleta serfa un par ordenado en el que la primera componente es, a su vez,
otro par ordenado. Utilizando la propiedad bésica de pares ordenados se tiene:

(a,b,c) = (z,y,2) = [(a,b) = (z,y) N c=2z]=a=x, b=y, c=z.
Una vez resuelto el problema de definir tripletas ordenadas, podemos definir
AxBxC={(a,b,c):ac Abe B,ce C}.

Noétese que bajo esta definicién se tiene A x B x C' = (A x B) x C, y que este no coincide
con Ax (BxC(C).

Ejemplo 1.8.9 Si A= {1}, B={3,4}, C ={1,2} se tiene
Ax BxC=1{(1,31),(1,32),(1,4,1),(1,4,2)}.

Ejemplo 1.8.10 Si A = () entonces A x B x C = (). En efecto, si existiera una tripleta
(a,b,c) € ) x B x C, entonces se tendria a € 0, lo cual es imposible.

Ejemplo 1.8.11 En general, Ax B x C =0 si y solo si al menos uno de los tres conjuntos
es vacio.

Dados Aq,..., A, conjuntos, se puede definir sucesivamente el producto cartesiano de ellos,
de la siguiente manera: Ya hemos definido A; x Ag x A3 = (A1 x Az) x As. Luego se define

A1XA2><A3><A4:(A1XAQXAg)XAz;,

y asf sucesivamente. Denotando
n
[T4i=A41x...xA4,,
i=1

se tiene entonces que
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Ejemplo 1.8.13 Si A; = {i,i + 1} entonces

3 3

14 = J[Gi+1

=1 =1
= {1,2) x {2,3)} x {3,4)
= {(1,2,3),(1,2,4),(1,3,3),(1,3,4),(2,2,3),(2,2,4),(2,3,3),(2,3,4) } .

Ejemplo 1.8.14 Si A; = {1, %71)7,} , se tiene

4
T4 = {01} x {1} x {0,1} x {1}
i=1
= {(0,1,0,1),(0,1,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,1)}.
Ejemplo 1.8.15 Si Aj =R, Ay =... = A5 = {1}, entonces

5
[T4i=®x {1} x {1} x {1} x {1} = {(2,1,1,1,1) : 2 € R}
=1

Ejemplo 1.8.16 Si A; =... = A, =R se tiene

[[4=Rx.. . xR=R"={(z1,...,2n) 17 €R, Vi=1,...,n}.
=1

Ejemplo 1.8.17 Si A; = 0 para algin i € {1,...,n} entonces

1.8.6 Familias indexadas por N

En muchos casos se hace necesario trabajar con familias que no son finitas, como lo muestran
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.8.18 Consideremos el conjunto N de los niimeros naturales y definamos:
B, ={n,n+1}, conn € N.
La familia B = {B1,Ba,...,By,...} es una familia infinita de conjuntos, indexada por N.

Se denota también
B={B,:neN}.
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Ejemplo 1.8.19 Consideremos ahora

Ap={zeR:—n<z<n}.

Note que A, es el intervalo [—n,n|. Asi:
A1 = [—1, 1] 5 A2 = [—2, 2] 5 A3 = [—3, 3] 5 etc.
La familia A = {A1, Ag, ..., Ay, ...} es una familia indexada por N.

En general, consideraremos familias de conjuntos de la forma

§ = {F1, F», F3,...}, que también se denota § = {F,, : n € N}.
Nota: Las familias indexadas por N también se llaman familias contables.

Hasta este momento, hemos definido las nociones de unién e interseccién de un nimero finito
de conjuntos. Ahora, vamos a extender estas nociones al caso de un nimero infinito de
conjuntos.

Definicién 1.8.3 Sea § = {F), : n € N} una familia de conjuntos indexada por N. Se define
la interseccion de la familia § asi:

ﬂFn:{xzxan para cada n € N},
neN

mientras que la union se define por
U F, ={x:x € F, para algin n € N}.
neN

Ejemplo 1.8.20 Consideremos la familia de conjuntos formada por

A= {A1, Ag,...},
donde A, = [—n,n]. En este caso se tiene
() ) An=A1=[-1,1],
neN
(b) U A, =R.
neN

e Probemos que (| A, = Ai. En efecto, note que los elementos de la familia A cumplen:
neN

A CACA3C...CA, CA 1 CL.

de donde resulta que Ay C () An. Por otro lado, considere x € () A,. Entonces
neN neN
x € A, para todo n € N, y en particular x € Ay. Por lo tanto (| A, C Aj.
neN
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e Probemos que |J A, = R. Sabemos que A, C R para todo n € N, y por lo tanto
neN
U An € R. Para la otra inclusion, sea x € R. Debemos demostrar que existe algun
neN
n € N tal que © € A,, o equivalentemente —m < x© < n. Esto se obtiene inmediatamente

de la arquimedianidad de R. En efecto, dado x € R existe n € N tal que |z| < n, y
entonces T € Ay,.

Ejemplo 1.8.21 Definimos las familias
B = {By,Bs,...,Bn,...},
con B, ={n,n+1,...} para cadan € N, y

A={A1, As,..., Ap,...},

con A, ={1,2,...,n} para cada n € N. Entonces:
Us. =N []B.=0
neN neN
U4, = N (4. ={1}
neN neN
jCompruébelo!

Las leyes de De Morgan, y las leyes distributivas, se generalizan al caso de familias indexadas
por N. Veamos:

Teorema 1.3 Sea A = {A,, : n € N} una familia infinita de subconjuntos de E, y sea B
cualquier conjunto. Entonces se cumplen:

(1) Leyes de De Morgan:

@0 (U 4) = 0 Cod,

neN neN

s (0 An) = U Ced,

neN neN

(2) La doble distributividad:

(a) U (BmA,J:Bm(U An>

neN

) N (BUAn):BU(ﬂ An>

neN
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Demostracion

e Vamos a demostrar 1(b). Para demostrar que Cg < N An> C U CgrA, consideramos
neN neN

z € Cp < N An>. Entonces x € E'y x ¢ () An, lo que significa que para algin
neN neN
n € N se tiene z ¢ A, y esto indica que x € LgA, para dicho n. Consecuentemente

x € LJ EEz4n.

neN

Recfprocamente, si z € |J CgA, entonces para algiin n € N se tiene x € CgpA4,, es
neN

decir que = ¢ A,,. Luego # ¢ () Ap, y consecuentemente z € Cp ( N An>.
neN neN

El argumento anterior se puede escribir resumidamente de la siguiente manera:

erE<ﬂ An>

neN

s xé¢ () A

neN
& dneN:z¢A,
& dneN:zelpA,
=

x € LJ EE/Lp ]
neN

La proposicién 1(a) se demuestra de manera angloga.

e Demostremos ahora 2(a). Vamos a demostrar primero la inclusién “C”. Si z €
U (BN A,), entonces para algiin n € N se tiene x € BN A,, y esto significa z € By
neN

x €A, Asiquexz € By xz € |J Ay, demostrando que z € BN ( U An>.

neN neN

Reciprocamente, si x € BN < U An> ,entonces ¢ € By z € |J A,. Esto quiere decir
neN neN
que x € By x € A, para algin n € N. Por lo tanto z € BN A,, para algiin n € N, lo

que significa z € |J (BN A,).
neN

Invitamos al lector a escribir este argumento en forma resumida. La parte 2(b) se
demuestra de manera totalmente andloga. [

1.9 Ejemplos relacionados con problemas de secundaria

Los siguientes ejemplos muestran como la teoria de conjuntos puede ayudar a entender mejor
algunos de los problemas que se presentan en secundaria. Por ejemplo, al resolver un sistema
de ecuaciones, realmente se estd hallando la intersecciéon de varios conjuntos; al analizar una
ecuacion con valor absoluto, se separa la recta como unién disjunta de conjuntos, en los que
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el andlisis es mds simple, y al final se deben unir las soluciones encontradas en cada caso.
Como veremos en el siguiente capitulo, algo similar pasa al encontrar dominios de funciones.

Ejemplo 1.9.1 Sea A = {x e R: |2z + 1| < 3}. Note que A es el conjunto solucion de la
inecuacion |2z + 1| < 3. Resolviendo tenemos:

2r+1/<3& -3<22+1<3& -4<2r<2& -2<z<Ll
Entonces A = [—2,1].
Ejemplo 1.9.2 Sea A = {:n ER:22+3x+2< 0} . Note que
43z +2=(z+2)(z+1)
es negativo cuando, y solo cuando —2 < x < —1. Luego A =] —2,—1].

Ejemplo 1.9.3 Consideremos el problema de resolver la inecuacion |x + 1| > 3. El lector
posiblemente recuerda que en estos casos se analizan las dos posibilidades: © +1 > 0 y
z+ 1< 0. En el primer caso la inecuacion se convierte en x + 1 > 3, de donde x > 2. En
el sequndo caso se convierte en —r — 1 > 3, de donde x < —4. Al final deben unirse las dos
soluciones, obteniendo que el conjunto solucion es A =] — oo, —4] U [2, co].

Visto desde la teoria de conjuntos, lo que hacemos es tomar A = {x e R: |z + 1| >3} y
B = [—1,00[. Entonces:

A=An(BUCB)=(AnB)uU(AnCB),

donde
ANB = {z:x>-1y |z+1] >3}
= {z>-1:24+1>3}
= [2,00],
y similarmente ANCB =] — oo, —4].

Ejemplo 1.9.4 Resolver el sistema de ecuaciones en dos variables:

{ 2v 4+ 4y =3 (1.2)

r — 3y = 4.
Se trata de hallar la interseccion de los conjuntos
A={(z,y) €R2:2x+4y:3}, B = {(z,y) €R2:$—3y:4}.

Algebraicamente, de la sequnda ecuacion se deduce que y = %(w —4), y al sustituir en la
primera se obtiene

20+3(r—4)=3=100—-16=9=z=3.

Luego y = % (x—4) = —%. El conjunto solucién es entonces AN B = {(%, —%)}

Geométricamente, lo que buscamos es la interseccion de las rectas de ecuaciones dadas.
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Figura 1.9: Solucién grafica del sistema de ecuaciones lineales (1.2).

1.10 Ejercicios

1. Sean A = {a,b,c,d,e}, B ={a,c,e,g}, C = {b,d, f}, donde los elementos a,b, ¢, d, e, f, g
son todos distintos. Halle ANB, AUB, A— B, A—C, BNC,BUC, B— A, C — A,
(BUC)—A, A—(BNC(C), AA B. ;Cuantos elementos tiene A X B ?

2.Sean E={neN:nespar}, A={ne€ E:n>10}, B={ne E:2n+1 > 25}.
Demuestre que A = B.

3. Sean A = [1,3]u{7} y B =]0,5[. Halle AUB, ANB, A— B, B— A, AAB, (g Ay CrB.

4. Sea A={zeR:|z+1|—|z—2] <2}. Halle AN|] — o0, —1[, AN[-1,2] y AN]2,00].

Concluya que A = [—oo, % .

5. Repita el ejercicio anterior con A = {x € R: |z + 1| + |z — 2| < 3}.
6. Exprese como intervalo, o unién de intervalos, cada uno de los siguientes conjuntos:

A={zeR:3+2% <7} E={zeR:3-22<3}
B={zeR:2?+4z+3>0} F={zecR:(22—-4)(z*-9) >0}
C = I‘GR:1+ ! >0} G={zeR:(z+1)(2*-4) <0}

z l1l—=z
1—

D=<zxeR: +f20} H={zeR:(z—-1)(x+3)(2z+3) >0}.
x

7. Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones, explicando con detalle las operaciones
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10.

11.

12.

con conjuntos involucradas:

|z —2[ =5, lz+ 1+ |z —2[> 1,
|z + 1| < 3, |22 + 32 + 2| > 0,
|22 — 1| > 3, 2% + 3z + 2| > 1,
lzr—1|—|z+1| <1, 22 + 3z +2| > 1.

. Determine cudles de los siguientes conjuntos son vacios.

A={zeN:2?=12} B={zeR:a? =Ty 2’ =12}
C:{J}ER:$2:2$—1} D:{mER:$2:2$—|—1}
E={zeR:a*=2-1} F={AecP(N):ACZ}

. Halle el conjunto potencia de cada uno de los siguientes conjuntos:

(a) A=1{1,2,0}
(b) B ={L{1}, {{1}}}
(c) C={0,{0},{0,{0}}}

Dé ejemplos de conjuntos A tales que:
- P(A) tenga 512 elementos.

- P(P

- P(P

- P(AUP(A)) tenga 32 elementos.

- P(AUP(A)UP(P(A))) tenga 4 elementos.

(A)) tenga 256 elementos.
(P(A))) tenga 16 elementos.

. Sera posible hallar un conjunto A tal que:
- P(A) tenga 3 elementos?

-P
-P

(A) — A tenga 3 elementos?
(P
- P(AUP(A)) tenga 16 elementos?

(A)) tenga 8 elementos?

Si es posible halle A = () tal que.

(a) ACP(A)
(b) AN (Ax A)#£0
(¢) (AxP(A)NA#D

35



36

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

A. Duarte & S. Cambronero

Demuestre que para cualesquiera conjuntos A, B y C se tiene

Demuestre las leyes distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Demuestre la segunda ley de De Morgan:

Demuestre que:

(a) SAC By CCD,entonces AUCCBUDy ANnC C BND.
(b) Si AC B, entonces AUB =By ANB = A.
(c) ACBsiysolosi AUB = B.
(d) AC Bsiysolosi A— B={.

Sea E el conjunto de referencia, y denote por A€ al complemento de A en E. Demuestre
que para A, B C E, se tiene:

(a) AUA°=E.
(b) An Ac=0.
(¢) (A-B)" = A°UB.

SiACCyBCD,demuestre que A x BC C x D.

Sean A, B y C conjuntos. Demuestre que

(a) (ANB)xC=(AxC)N(BxCO).
(b) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).
(¢c) (AUB)xC=(AxC)U(BxC).
(d) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).
() (A—B)xC=(AxC)—(BxC().
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(f) Ax(B-C)=(AxB)—(Ax(C).
20. Sea F una familia de subconjuntos de E. Es decir, F C P(FE). Se define

US = {z:xeSparaalgin Se F} ={z: (S F)(xe€S) },
SeF

NS = {z:xeSparatodo Se F} ={z: (VSeF )(xe€f) }.
SeF

(a) Demuestre las leyes de De Morgan:

EE<U s): N €S, EE<ﬂ s): U Cus.

SeF SeF SeF SeF

(b) Si A C S, para todo S € F, demuestre que A C )] S.
SeF

(c) Si S C B, para todo S € F, demuestre que |J S C B.
SeF

21. Halle Y S,y () Sy para:

neN neN
a. S, =[L,2] d. S, =]—1 1]
b. S, =[-11] e. Sp=[1+(-1)"3
c. Sp=[2, 2] f S, ={L2,... =1},

22. Si P(E) = {0}, demuestre que E = 0.
23. Demuestre que si A y B son conjuntos, se cumple que:

AC B« P(A) C P(B).

24. ;Qué se puede afirmar de dos conjuntos A y B tales que P(P(A)) = P(P(B))?
25. Sean A, B € P(E). Demuestre que P(AN B) = P(A) N P(B).
26. Sean A, B € P(E). Demuestre que P(A)UP(B) C P(AUB). jSera cierta la igualdad?.

27. Supongamos que A C F y A C E. ;Existe alguna relacién general entre CpA,CpA y
CrurA?

28. Sean FEy, Es, Ej, ..., E, conjuntos dados. Demuestre que para todo j € {1,...,n—1}

se cumple
J n n
=1 i=j+1 =1
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29. Sean rq,79,...,7, nimeros reales tales que 1, < ry < ... <r,. Demostrar que

n—1

Ufz:rm<z<rug}={z:r<z<mr}.

=1

Es decir, demuestre que

n—1

U [7’1‘77”z‘+1] = [ﬁﬂ“n]-
i=1

30. Para FEi,..., F, conjuntos, demuestre que



Capitulo 2

Relaciones Binarias

Podria decirse que la Matematica consta de conjuntos y de relaciones entre estos. Las mas
simples de estas relaciones son las relaciones binarias, esto es, relaciones entre los elementos
de dos conjuntos dados. Estas son usadas muchas veces de una manera inconsciente, sin
hacer mencién explicita de ellas. Sin embargo, si se quiere tener cierta rigurosidad al hablar
de temas tan simples como por ejemplo los nimeros enteros, es indispensable construir cierta
teorfa de relaciones binarias. En este capitulo abordamos este tema de una manera elemental,
restringiéndonos tnicamente a estudiar aquellos conceptos que son estrictamente necesarios
para desarrollar los capitulos posteriores.

El concepto de relacién binaria, aunque més abstracto que el de funcién, es de gran utilidad
para darle rigor a las construcciones de los conjuntos numéricos, tarea que abordaremos
en capitulos posteriores. El estudiar las relaciones binarias en su generalidad, nos permite
disponer de un lenguaje mucho mds apropiado a la hora de hablar de operaciones como la
composicién de funciones, y de conceptos como el de funcién inversa, por mencionar algunos.

2.1 Conceptos basicos

Dados dos conjuntos A y B, y dado R C A x B, podemos pensar en R como una relacién
que asocia elementos de A con elementos de B. Mas precisamente, podemos decir que a € A
se relaciona con b € B si (a,b) € R. Podriamos decir entonces que una relacién de A en B es
un subconjunto de A X B, pero para evitar ambigiiedades, vamos a dar una definicién mads
precisa.

Definicién 2.1.1 Dados dos conjuntos A y B, una relacién binaria de A en B es una tripleta
R = (A,B,R), donde R C A x B. Al conjunto A se le llama el conjunto de salida de la
relacion, a B se le llama el conjunto de llegada, y a R el grifico de la misma.

Cuando a se relaciona con b bajo la relacién R, escribimos a’Rb. En caso contrario escribimos

aRb

39
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Ejemplo 2.1.1 Sean
A=1{1,2,3}, B={a,b}, R={(1,a),(1,b),(2,a),(3,b)} C A x B.
Tenemos entonces que 1Ra, 1Rb, 2Ra, 3Rb. Ademds 2Rb y 3Ra.

Ejemplo 2.1.2 Sean A = B = N, R = {(n,2n) : n € N} C NxN. Entonces 1R2, 2RA4,
3R6, y en general nR2n.

Ejemplo 2.1.3 Sea A = N, B = {0,1}, R = {(n,0) :n es par} U {(n,1) : n es impar} .
Entonces 2R0, 1R1, 3R1, 4RO, etc.

En la préctica se piensa una relacién como una ley que asocia elementos de A con elementos
de B. De hecho, la manera mds comin de definir una relacién es dando explicitamente esa
ley. Para ilustrar esto, observe que la relacién del ejemplo 2.1.2 se puede describir como:

nRm <& m = 2n.
En el ejemplo 2.1.3 podemos definir
nRp < n+ p es par,
o también podemos decir que nRp sii p es el resto que se obtiene al dividir n por 2 (tenga
presente en este ejemplo que p € {0,1}).
2.1.1 Relacién Inversa

Antes de entrar a dar una definicién precisa de relacién inversa, veamos la siguiente relacion
R definida sobre N :
TRy < z es divisor de y.

Resulta claro ver que
3R6, 3R27, 5R10, 5R25.

También resulta fdcil ver que 6R3, TR12. Ahora consideremos otra relaciéon P sobre N,
definida de la manera siguiente:

uPv < u es divisible por v.

Comparando las relaciones R y P que acabamos de definir sobre N, se puede observar que
vRu < uwPv. En este caso, decimos que P es la relacién inversa de R y la denotamos por
P=R"1L

De manera general, a toda relacién R = (A, B, R) le corresponde una relacién inversa R1,
que definimos a continuacién. Primero definimos el grafico inverso R~! as:

R ={(b,a): (a,b) € R}.

Note que R~! C B x A, y por lo tanto define una relacién de B en A.
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Definicién 2.1.2 Si R = (A, B, R) es una relacién binaria, la relacion inversa R~1 se define
como
Rt = (B,AR).
Es decir, para a € A y b € B se tiene:
bR la < aRb.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.4 Sean A = {1,2,3}, B = {a,b}, R ={(1,a),(1,b),(2,a),(3,b)}. Entonces
Rt ={(a,1),(b,1),(a,2),(b,3)}. En particular aR~11, bR~1, ete.

Ejemplo 2.1.5 Sean A = B =N, y definamos R como sigue:
nRm < n+m es par.

Entonces R~ = R. En efecto, como A = B, R y R~ tienen mismo conjunto de salida y de
llegada. Ademds se tiene

mR™'n < nRm
<& n+m es par
< m+n espar

& mRn.
Se tiene entonces que R y R~ tienen también mismo grifico, asi que R~ = R.
Ejemplo 2.1.6 Sean A =N, B ={0,1}, y definamos la relacion S de A a B como sigue:
nSm < n +m es par.

Esta es la misma relacion del ejemplo 2.1.3, pero no es la misma del ejemplo anterior dado
que difieren en el conjunto de llegada. Ahora S™1 se define igual que S :

mS~In < m+n es par,

pero S71 £ S dado que los conjuntos de salida y de llegada son diferentes.

2.1.2 Composicién de relaciones

Considere dos relaciones R = (A,B,R) y § = (B,C,S). Para entender el concepto de
composicién, pensemos en la relacién R como estableciendo puentes desde los elementos de
A alos de B; la relacién S hard lo mismo entre los elementos de B y de C. La composicién
de estas relaciones, relacionara todos aquellos elementos de A y de C' que estén “conectados”
a través de un elemento de B. Es decir, diremos que aS o Rec si existe b € B tal que aRb y
bSc. Para ser mas precisos, se define el gréfico

SoR={(a,c)e AxC:3be Bt.q. (a,b)e Ry (bc)e S},
y luego SoR =(A,C,SoR).
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Ejemplo 2.1.7 Consideremos las relaciones R = (N,Z,R) y S = (Z,N, S), con
R=A(|z|,z):s€Z}, S={(z]z2]—2):2z€Z}.
Se tiene So R = (N,N,T), con
T ={(n,0):n e N}U{(n,2n):n e N}.

El lector puede convencerse de esto.

2.1.3 Representaciones graficas de relaciones

Existen varias maneras de representar relaciones binarias, dependiendo de su naturaleza. La
m&s comun parece ser la que se usa en secundaria, mediante el uso de diagramas de flechas.
En el caso que los conjuntos A y B sean finitos, o si al menos se pueden numerar de cierta
manera, se pueden representar sus elementos en regiones de un plano, donde la relacién de
dos elementos se simboliza con una flecha que sale del primero y llega al segundo. En el caso
del ejemplo 2.1.1 se tiene

R = {(17 a) ) (17 b) ) (2,&) ) (37 b)}

La relacion se puede representar mediante la siguiente figura:

En caso de relaciones definidas de un conjunto en si mismo, se pueden pintar los elementos
en una misma regién, y unir por flechas aquellos que se relacionan. Por ejemplo, la figura

puede representar la relacion R = (E, E, R), donde E = {a,b,c,d,e,g,h},y
R = {(CL, d) ) (dv b) > (dv C) ) (C’ d) > (67 C) ) (hv 6) > (6, h) ) (97 h) ) (h,g)} .
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2.2 Tipos de relaciones

En esta seccién consideramos tinicamente relaciones binarias de la forma R = (E, E, R), esto
es, relaciones definidas de un conjunto E en si mismo. Como iremos ddndonos cuenta, los
tipos de relaciones que describiremos a continuacién, son de gran importancia en matemaética.

Definicién 2.2.1 Se dice que:

e R es refleriva si aRa, Ya € E. Esto es, todo elemento de E se relaciona consigo
mismo.

e R es simétrica si Va,b € FE, aRb=-bRa.
o R es transitiva si aRb A bRc = aRe.

e R es antisimétrica si para a # b se tiene que aRb = bRa. Equivalentemente, si para
todo a,b € E se tiene (aRbAbDRa) = a =b.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.1 Sean F =1{1,2,3} y R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)} . Entonces
R es reflexiva pues 1R1, 2R2, 3R3.

R no es simétrica pues 1R2 pero 2R 1.

R no es transitiva pues 1R2, 2R3, pero 1R3.

R es antisimétrica, pues 2R1, 3R2.

Ejemplo 2.2.2 Si £ ={1,2,3}, y R={(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,3)}, tenemos
R no es reflexiva pues 2R2.

R no es simétrica pues 1R3 y 3R1.

R no es transitiva pues 2R1 y 1R2, pero 2R2.

R no es antisimétrica pues 1R2 y 2R1, siendo 1 # 2.

Ejemplo 2.2.3 Si F = {1,2,3}, R = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}. Es facil verificar
que R es refleriva, simétrica y transitiva, pero no es antisimétrica.

Ejemplo 2.2.4 Sea E cualquier conjunto, R = {(a,a):a € E}. Esto es, aRb si y solo si
a = b. Entonces R es refleriva, simétrica, transitiva y antisimétrica. De hecho, es la inica
relacion que posee las cuatro propiedades.

Ejemplo 2.2.5 Sea F =N, y defina nRm sii n < m. Entonces R es reflexiva, antisimétrica
y transitiva. No es simétrica.

Ejemplo 2.2.6 Con E = N otra vez, defina nRm sii n < m. Entonces R no es reflexiva
ni simétrica. ST es transitiva y antisimétrica, esto ultimo pues es imposible tener n < m vy
m<n a la vez.

Ejemplo 2.2.7 En E = N, se define la relacion Ry < = = y?. Esta relacion no es

reflexiva, pues m # m? excepto para m = 1. Ademds no es simétrica ni transitiva. soerd
antisimétrica?
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2.2.1 Relaciones de orden

Una relaciéon R = (E, E, R) se llama relacién de orden si es reflexiva, antisimétrica y tran-
sitiva. Por ejemplo, ya vimos en el ejemplo 2.2.5 que “ < ” es una relacién de orden en N.
Podria decirse que este es el ejemplo tipico de una relacién de orden. Veamos otros ejemplos:

Ejemplo 2.2.8 Para E = N* se define R por
nRm sit n es divisor de m.

Esta relacion es claramente reflexiva. Ademds es antisimétrica, pues en particular si n es
divisor de m debe tenerse n < m. Ahora, si n es divisor de m tenemos m = nk, para
algin k € N. Si ademds m es divisor de p, tenemos p = ml, para algin | € N, y luego
p =ml =n(kl), lo que demuestra que n es divisor de p. Entonces R es también transitiva, y
por lo tanto de orden. Note que esta relacion es una “subrelacion” de “<7”, en el sentido que
el grifico de la primera estd contenido en el de la sequnda. Mads precisamente:

{(n,m) : n es divisor de m} C {(n,m):n <m}.
Ejemplo 2.2.9 Sea X un conjunto, y sea E = P(X). Se define en E la relacion
ARB sii A C B.

Como los elementos de E son conjuntos, preferimos usar A, B, etc. en vez de x,y, etc. Como
siempre ocurre A C A, tenemos que R es reflexiva. Ademds, por “definicion” de igualdad
tenemos que A C B y B C A implica A = B. Finalmente, sabemos que A C B y B C C
siempre implica A C C. La relacion “C” es entones una relacion de orden en E.

Cuando se estudian las relaciones de orden, se distinguen las relaciones de orden total y las
relaciones de orden parcial.

Definicién 2.2.2 Una relacion de orden R, sobre un conjunto E, se llama un orden total
sobre E si, para todo par de elementos x,y € E, se tiene xRy o yRx. Si R es un orden total
sobre E, el par ordenado (E,R) se llama un conjunto totalmente ordenado.

El ejemplo clédsico de una relaciéon de orden total es la realciéon “ < ” sobre el conjunto de los
naturales.

Definicién 2.2.3 Una relacion de orden R sobre E, se llama orden parcial si R no es un
orden total sobre E. Es decir, si existen x,y € E tales que xRy y yRx. Un conjunto E
dotado de un orden parcial se llama parcialmente ordenado.

Ejemplo 2.2.10 Para ilustrar con un ejemplo una relacion de orden parcial, vamos a con-
siderar E = P (X); donde X es cualquier conjunto, y la relacion de inclusion. Es decir,
sobre P (X) se considera la relacion ARB < A C B. Ya hemos observado que esta relacion
es reflexiva, antisimétrica y transitiva; o sea “ C” es una relacion de orden sobre P (X). Sin
embargo, esta relacion solo permite “comparar” dos conjuntos cuando uno estd contenido en
el otro. Por ejemplo, si A= {1,2} y B ={2,3} se tiene A B yB C A.
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Definicién 2.2.4 Sea E un conjunto dotado de una relacion de orden denotada por “ < 7.
ParaY C E, un elemento m € E se llama una cota superior de'Y si para caday € Y se tiene
y < m. Cuando Y C E posee una cota superior, se dice que Y es acotado superiormente.

Ejemplo 2.2.11 Sea E =N con el orden usual “ <”. Considere el siguiente subconjunto
Y ={n € N:n es un entero de 3 cifras}

Sea m = 1635. Es claro que
n<m, VYn ey,

ast que m = 1635 es una cota superior de Y. Note que en este caso, el nimero 999 es la
menor cota superior.

Desde luego que en N se pueden encontrar muchos subconjuntos que no son acotados superi-
ormente, es decir que no poseen una cota superior. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros
naturales pares.

Decimos que m es el elemento méximo de un subconjunto Y de E, si m es una cota superior
de Y y ademds m € Y. Observe, entonces, que si b es otra cota superior de Y se tiene m < b,
y en consecuencia un elemento méximo de Y es la menor cota superior de Y. Es inmediato
darse cuenta que si Y posee un elemento méximo (un mayor elemento), entonces Y estd
acotado superiormente. Sin embargo, bien puede suceder que Y sea acotado superiormente
y no posea un mayor elemento.

Ejemplo 2.2.12 FEl conjunto Y = {x € Q:0< x <1} es un conjunto acotado superior-
mente en R, pero no posee un mayor elemento.

De manera andloga, un elemento m € E se llama una cota inferior de Y si m < y para cada
y € Y. Si Y posee una cota inferior, se dice que Y es acotado inferiormente. Un elemento p
es el elemento minimo de Y si p € Y y p es cota inferior de Y.

Ejemplo 2.2.13 Dada la relacién de orden en N definida por
nRm < n es divisor de m,

el conjunto
Y ={n <30:n es multiplo de 7},

tiene a m = 7 como minimo y b = 28 como mdaximo. Para el conjunto A = {3,5,6,8} se
tiene que b = 120 es una cota superior. De hecho, esta es la menor cota superior, pero A
no tiene maximo. Note también que m = 1 es la unica cota inferior de A, y que A no tiene
minimo.



46 A. Duarte & S. Cambronero

2.2.2 Relaciones de Equivalencia

El concepto de relacién de equivalencia generaliza el concepto de igualdad en un sentido que
ird aclardndose conforme avancemos en ejemplos y aplicaciones del mismo. En matemética
se utiliza mucho este concepto en diferentes contextos, para identificar objetos que, aunque
diferentes, comparten una serie de propiedades que nos permiten tratarlos como iguales. Una
de las primeras aplicaciones interesantes que haremos de las relaciones de equivalencia, es en
la construccién de Q a partir de Z, donde identificamos todas las fracciones 2

que definen
n
un mismo racional.

Definicién 2.2.5 Una relacion R = (E, E, R) se llama relacion de equivalencia si es reflex-
wa, simétrica y transitiva.

Es muy comiin usar el simbolo “~” para denotar relaciones de equivalencia, en vez del simbolo

R.

Ejemplo 2.2.14 Sean F ={1,2,3}, y R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}.
En un ejemplo previo vimos que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, y por lo
tanto de equivalencia.

Ejemplo 2.2.15 Sea E cualquier conjunto, R = {(a,a) : a € E}. Esto es, aRb sii a = b.
Entonces R es una relacion de equivalencia. De hecho, es la relacion de equivalencia mds
simple que existe.

Ejemplo 2.2.16 En E =N defina la relacion
n~m-<n+mes par.

Note que si n ~ m y n es par, entonces m es par, y viceversa. Fsto demuestra que en este
caso, n ~m sit n y m tienen la misma “paridad”. Dicho de otra forma, todos los nimeros
pares se relacionan entre st, lo mismo que todos los impares. Dejamos al lector la tarea de
convencerse de que esta relacion es de equivalencia.

Ejemplo 2.2.17 En E =N x N defina la relacion:
(m,n) ~(p,q) & m+q=n+p.
Veamos que esta es una relacion de equivalencia:

Reflexividad: Dado que m + n = n + m, tenemos que (m,n) ~ (m,n), para cada elemento
(m,n) € NxN.

Simetria: Si (m,n) ~ (p,q) tenemos m +q = n+ p, o lo que es lo mismo, p+mn = g+ m.
Esto significa que (p,q) ~ (m,n).

Transitividad: Si (m,n) ~ (p,q) y (p,q) ~ (r,s), tenemos

m+q=n—+p, pt+ts=q+r.
Luego m+q+p+s=n+p+q+r, de donde m+ s =mn+r. Esto significa (m,n) ~ (r,s).
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Ejemplo 2.2.18 En E =7 se define la relacion
m~n<<m—n es miltiplo de 5.

La reflexividad y simetria se dejan como ejercicio. Para la transitividad suponga que m ~ n
yn ~ p. Entonces m —n =5k yn —p = >5l, donde k,l € Z. Luego

m—p=(m—n)+(n—p)=5k+I),

y como k+1 € 7Z, esto implica m ~ p .

Clases de equivalencia

La idea de introducir una relacién de equivalencia es, como dijimos, identificar elementos
que son equivalentes entre si. Es por eso natural pensar en los conjuntos formados por esos
elementos, los cuales llamaremos clases de equivalencia. Identificar elementos equivalentes
significa considerar las clases como elementos de un nuevo conjunto, llamado conjunto co-
ciente. M4ds precisamente, dada una relacién de equivalencia sobre el conjunto E, y dado
a € F, definimos la clase de equivalencia de a como

a| ={x € E:a~z}.

La mejor manera de aclarar este concepto es mediante los ejemplos. Retomemos los ejemplos
estudiados arriba.

Ejemplo 2.2.19 Sea E = {1,2,3}, R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}.
En este caso [1] ={1,2} = [2], [3] = {3}

Ejemplo 2.2.20 Sea E cualquier conjunto, y R la relacion de igualdad en E. Entonces
[a] = {a}, para todo a € E.

Ejemplo 2.2.21 Considere E =N con la relacion
n~m-<n-+m es par.

Ahora tenemos
0] ={n € N:n es par } = [2] = [4] = etc.,

maientras que
[1] ={n € N:n esimpar } = [3] = [5] = etc.

En otras palabras, solo hay dos clases, la formada por los pares y la formada por los impares.
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Ejemplo 2.2.22 Para la relacion definida por
(m,n) ~ (p,q) & m+q=n+p,

en N x N, tenemos:

[(1,0)] = {(p9) eENxN:1+g=p}={(¢g+1,9):q€N},

[(0,1)] = {(pg) eNxN:g=p+1}={(p,p+1):peN}.
En general,

[(m,0)] = {(p,q) eNxN:m+qg=p}={(g+m,q):qeN},

[(0,n)] = {(p,g9) eNxN:g=n+p}={(p,p+n):peN}.

El lector puede convencerse de que éstas son todas las clases de equivalencia para esta relacion.

Ejemplo 2.2.23 Considere el conjunto E formado por todas las palabras del idioma espanol.
Sobre E definimos la siguiente relacion R : una palabra x estd relacionada con una palabra y
st comienzan con la misma letra. Resulta inmediato que esta relacion es de equivalencia en
el conjunto E.

Note por ejemplo que:

l[aro] = {z € E : x comienza con a}, [bola] ={z € E : x comienza con b}

y similarmente
[zorra] = {x € E: © comienza con z}.

Es claro que la relacidn R define 27 clases de equivalencia.
Ejemplo 2.2.24 Para la relacion definida en E = 7Z por

m~n<m—n es multiplo de 5,

tenemos
0] = {neZ:n esun multiplo de 5} ={...,-5,0,5,10,...},
1] = {ne€Z:n—1 esmiltiplo de 5} ={...,—4,1,6,11,...},
2] = {n€Z:n—2 esmuiltiplo de 5} ={...,—3,2,7,12,...},
B] = {n€Z:n—3 esmuiltiplo de 5} ={...,—2,3,8,13,...},
4] = {ne€Z:n—4 esmaultiplo de 5} ={...,—1,4,9,14,...}.
Note que [5] = [0], [—1] = [4], etc., asi que hay exactamente cinco clases de equivalencia.

Es importante observar que, por simetria, en la definicién de clase puede escribirse también
x ~ a en vez de a ~ z. A continuacién enumeramos algunas propiedades de las clases de
equivalencia;:
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1. Para a € E tenemos a € [a] C E. En particular [a] # 0.

2. Si b € [a] entonces [b] = [a].

En efecto, como b € [a] tenemos que a ~ b. Luego, para = € [b] tenemos a ~ b A b ~ x,
y por transitividad se sigue que a ~ x, esto es x € [a]. De la misma forma se demuestra
que z € [a] implica z € [b].

Nota: Dada una clase de equivalencia C, con a € C, cuando escribimos C' = [a] decimos
que estamos usando el elemento a como representante de dicha clase. Cualquier b € C
puede usarse como representante de C, de acuerdo con la propiedad anterior.

3. Si [a] # [b], entonces [a] N [b] = 0.
En efecto, si existiera ¢ € [a]N[b], entonces por la propiedad 2 tendriamos [a] = [c] = [b].
4. La unién de todas las clases de equivalencia determinadas por la relacién ~, es todo F.

Esto es
Ulal = E.
a€EFR

En efecto, como [a] C E, para todo a € E, tenemos “C”. Por otro lado, si b € E,
tenemos b € [b], con lo que b € | [a], y esto nos da “27.
acE

Definicién 2.2.6 Un conjunto P de partes de E se llama una particion de E si:

1. E es la union de los subconjuntos pertenecientes a P

2. SiAe P, BeP yA=#B entonces AN B = &. Es decir, dos elementos distintos de P
son disjuntos

3. @¢P.

De acuerdo con lo anterior, las clases de equivalencia de ~ forman una particién del conjunto
E.
Conjunto cociente

Volviendo a la idea de considerar todos los elementos de una clase como uno solo, vamos
a definir el conjunto formado por todas las clases de una relacién de equivalencia. A este
conjunto le llamaremos el conjunto cociente definido por E y ~, y lo denotamos E/~ . Ast

E/~=/{la] :a € E}.

Retomemos los ejemplos de la seccién anterior.
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Ejemplo 2.2.25 Si E={1,2,3}, R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, tenemos
E/R ={11], 3]} = {{1,2},{3}}.
Ejemplo 2.2.26 Sea E cualquier conjunto, y R la relacion de igualdad en E. Entonces
E/R={{a}:a€ E}.
Ejemplo 2.2.27 En E =N, con la relacion
n~m-<n-+m es par,

se tiene E/~={[0],[1]} = {P, I}, donde P es el conjunto de los pares, e I es el conjunto de
los impares.

Ejemplo 2.2.28 Para la relacion definida por
(m,n) ~ (p,q) & m+q=n+p,

en N xX N, tenemos

E/~ ={[(m,0)] : m € N}U{[(0,n)] : n € N}.
Paran # 0 denotamos +n = [(n,0)] y —n = [(0,n)], y también 0 = [(0,0)]. As?, el conjunto
E/~ puede ser identificado con Z. Esta idea puede ser usada para dar una construccion del
conjunto Z, de numeros enteros, a partir del conjunto N de nimeros naturales.
Ejemplo 2.2.29 Para la relacion definida en E = 7Z por

m~n-<m—n es multiplo de 5,

tenemos
E/~ = {0}, [1], 2], 3], [4]} -

Este conjunto se denota por Zs.

Ejemplo 2.2.30 En general, dado un entero p > 0, se define la relacion R en Z mediante
mRn < m —n es miltiplo de p.

FEsta relacion resulta de equivalencia, y el conjunto cociente Z/R se denota por Z,,.

Las ideas expresadas en estos ejemplos, pueden ser usadas para construir los conjuntos numéri-
cos. Esto lo haremos en la segunda parte, mientras en el capitulo siguiente estudiaremos otro
tipo especial de relaciones binarias, el cual posiblemente le es familiar al lector.
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2.3

10.

Ejercicios

. En cada caso, dé un ejemplo de relacién binaria con las propiedades enunciadas:

(a) Que sea reflexiva pero no simétrica, ni transitiva ni antisimétrica.
(b) Que sea reflexiva y simétrica, pero no transitiva.

(¢) Que sea reflexiva y transitiva, pero no simétrica.

. Qué se puede decir de una relacién R = (A, A, R) que sea reflexiva, simétrica y anti-

simétrica?

. En N se define la relacién R mediante:

nRmsiin<m<n+2.
. Es esta relacién de orden?, ;jde equivalencia?

En Z se define la relacién n ~ m sii n —m es multiplo de 7. Demuestre que esta relacién
es de equivalencia, y halle Z/~ .

. En general, si p € N*, se define la relacién R en Z por:

nRm < n —m es miiltiplo de p.

Demuestre que R es de equivalencia, y que Z/R tiene exactamente p elementos.

. En E = R se define la relacién: xRy < x — y es racional. ;Es esta relacién de equiva-

lencia? Justifique su respuesta. ;Qué pasa si se cambia “racional” por “irracional”?

Sea F = NU {w}, donde w ¢ N. En E se define la relacién R de gréfico R = G U
{(n,w) :n € E}, donde R es el gréifico de la relaciéon < en N. En otras palabras, < es
una extensién de <, imponiendo que n < w para todo n € E. Demuestre que < es una
relacién de orden total en E (satisface la ley de tricotomia).

. En F = R se define la relacién R mediante: Ry < z -y > 0. Demuestre que esta

relacién no es de equivalencia. Sin embargo, si se cambia R por R*, la relacién resultante
si es de equivalencia. Halle R*/R.

. En Z se definae la relacién S por:

aSh< a®> —bv>=a—0b.

Demuestre que esta relacion es de equivalencia. ;Cuantos elementos tiene cada clase de
equivalencia?

Repita el ejercicio anterior, cambiando a? — b? por a® — b>, y luego por a* — b
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11.

12.

13.

14.

15.
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En R? se define la relacién < por:
(a,b) < (c,d) & (a<cyb<d).

Demuestre que esta relacion es de orden. Para (a,b) dado, dibuje el conjunto de puntos
(z,y) tales que (a,b) < (z,y). ;Es esta relacién de orden total?

Sea R = (A, A, R) una relacion reflexiva. Se define S mediante:
aSb sii (aRbV bRa)

Demuestre que S es reflexiva y simétrica, pero no necesariamente transitiva (aunque R
lo sea).

En R sea 7T la relacién definida por:
Ty < x y y tienen la misma parte entera.

a) Trace la grafica de 7 en un plano cartesiano.

T 1 fica de T 1 i
JEs 7~ =77 7 Justiique.

(b) (Es T ~1 =7 ? Justifiq

(c) Calcule 7 1o T .

Sean R = (A,B,R)y S = (B,C,9).
(a) Demuestre que (SoR) ' =R 1oS™L.
(b) Si 7 = (C,D,T), demuestre que (7 oS)oR =70 (SoR).

Sea < es una relacién de orden sobre E, y sea A C E. Se diceque a € A es un elemento
maximal de A, si para cada x € A se tiene

a<lzrz=a=uzx.

Es decir, no hay elementos en A que sean “mayores que a”. Dé ejemplos en los que
haya varios elementos maximales, pero no haya méximo.



Capitulo 3

Funciones

3.1 Introduccién histérica sobre el concepto de funcién

Laidea de relacionar cantidades es tan aneja como la matematica misma. Sin embargo, resulta
de sumo interés explorar la trayectoria seguida por esta nocién vaga hasta la concepcién
conjuntista de hoy en dfa. También, serfa muy instructivo analizar las diferentes concepciones
de la nocién de funcién y su papel preponderante en el desarrollo del anilisis matemé&tico
moderno. Sin embargo, no es el momento para dicho andlisis y tan solo se hardn referencias
muy superficiales.

3.1.1 Los babilonios

La primera etapa en el desarrollo del concepto de funcién, se puede situar en la antigiiedad
(ver [5]). En esta época, una de las civilizaciones mesopotdmicas, que conocemos como ba-
bil6nica (2000 A.C-600A.C), usé fuertemente en sus célculos tablas sexagesimales de cuadra-
dos y raices cuadradas, de cubos y raices cubicas, etc; tablas cuyo interés era ser utilizadas
en astronomfia y, particularmente para realizar compilaciones de fenémenos importantes rela-
cionados con el sol, la luna y los planetas.

Los matemadticos babilonios, estudiaron problemas de variaciones tales como la luminosidad de
la luna en intervalos iguales de tiempo, o los periodos de visibilidad de un planeta dependiendo
del dngulo formado con el sol.

Los babilonios no utilizaron letras para representar cantidades variables, pero sf incorporaron
los mismos términos longitud, drea, anchura y volumen para tal fin.

No se puede asegurar que la nocién general de funcién estuviera presente en las tablas elab-
oradas por los babilonios, de hecho algunos investigadores sostienen que en dichas tablas no
subyacia una idea general de funcién y, otros, por el contrario, sostienen que habia una simil-
itud entre estas correspondencias tabulares y la idea de funcién, al menos en cuanto a una
relacién general que asocia elementos de dos conjuntos. Como dicen algunos investigadores,
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habia un “instinto de funcionalidad” entre los matemé&ticos y astrénomos babilonios aunque

estaba muy distante de la nocién de funcién.

3.1.2 Los griegos

Las ideas de cambio y de cantidad variable no eran ajenas al pensamiento griego. Los intentos,
atribuidos a los pitagéricos, para establecer las leyes de la actstica son caracteristicos de la
bisqueda de interdependencia cuantitativa entre cantidades fisicas. Si bien se puede afirmar
que en los griegos existia una idea muy primitiva de funcién, también es cierto que los fil6sofos
griegos de la época consideraban el cambio y el movimiento como algo fuera de la matemadtica.
Probablemente, por esta razén la idea de cambio cuantitativo y la de movimiento local,
ambas presentes en la Fisica de Aristételes, no desembocaron en una nocién més abstracta
de cantidad variable, pues no fueron objeto de estudio por parte de los matemaéticos griegos.

Si bien las ideas presentes en la definicién de la espiral de Arquimedes o de la hélice cilindrica
de Apolonio fueron muy importantes en el desarrollo de la idea de funcionalidad, lo cierto es
que la matemadtica griega en su conjunto con sus procedimientos de determinacién y cdlculo
de limites particulares no condujeron a una formulacién explicita de las nociones de sucesién,
de variable y de “infinitamente pequeno”.

Se debe admitir que en la antigiiedad, no hubo una idea general de funcionalidad.

3.1.3 La edad media

Durante esta época, se dio un fuerte impulso a la buisqueda de una explicacién racional de
todos los fenémenos. Emerge asi la matemética como un modelo de ciencia racional. Las
escuelas de filosofia natural de Oxford y Paris, que florecen en el siglo XVI, comenzaron a
considerar la matemaética como un instrumento idéneo para el conocimiento de los fenémenos
naturales.

Se busca cuantificar ciertas cualidades o fenémenos como el calor, la densidad, la velocidad y
otros. Estos fenémenos, llamados cualidades o formas en la terminologia de Aristételes, son
abordados desde la perspectiva no solo del por qué suceden los cambios, si no fundamental-
mente como suceden.

Las cualidades o formas son fenémenos que pueden poseer muchos grados de intensidad y
que, de manera general, cambian continuamente entre ciertos limites dados.

Una forma era cualquier cantidad o cualidad variable en la naturaleza. La intensidad o
latitud de una forma era el valor numérico que habia que asignarle, en relacién con otra
forma invariable que llamaban extensién o longitud.

En esta época, se rompe con la concepcién estditica presente en el pensamiento griego e
irrumpe el movimiento como objeto de estudio de la matematica.
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Nicolds Oresme (1320-1382) senalaba “toda cosa medible, excepto los nimeros, se puede
imaginar como una cantidad continua”. En palabras de Luisa Ruiz Higueras (ver [13]) “A
Nicolds Oresme se le ocurrié una idea brillante. ;jpor qué no hacer un dibujo o una gréfica
que represente el modo en que las cosas varfan 7. Aqui vemos una manifestacién primitiva
de lo que ahora llamamos representacién gréafica de funciones.”

Las nociones de movimiento, de velocidad, de aceleracién, de instantaneidad estaban pre-
sentes en las escuelas de Oxford y Parfs. Pero ademds, algo muy importante, distinguian el
movimiento local uniforme del movimiento uniformemente acelerado.

Para el caso de la velocidad, Oresme dio una demostracién geométrica del siguiente resultado:
en un tiempo dado, un mdvil recorre con movimiento uniformemente acelerado la misma
distancia que otro mdvil con velocidad constante e igual al promedio entre las velocidades
extremas del primero.

Oresme recurre a la representacién gréfica, una de las primeras, de la relaciéon funcional que
liga el tiempo y la velocidad.

C
G E F
B D A

Figura 3.1: Interpretacién del argumento de Oresme.
El sitda los tiempos sobre una linea horizontal AB y las velocidades instantdneas paralela-
mente a la linea perpendicular AC, encima de los puntos correspondientes de AB.

Si D es el punto medio de AB y F el punto medio de AC, el drea del rectangulo AFGB mide
el espacio recorrido por el segundo mévil, puesto que DExAB es el producto de la velocidad
por el tiempo. El drea del tridngulo BAC da la distancia recorrida por el primer mévil. Las

dos dreas son iguales.
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Este resulta un momento importante en el desarrollo tedrico del concepto de funcién, pues se
comienza a considerar las leyes de la naturaleza como leyes de tipo funcional y se producen
intercambios entre el pensamiento matemadtico y las consideraciones cinemadticas.

3.1.4 Desarrollo del algebra literal y simbélica

Al parecer, los siglos XV y XVI no fueron muy proliferos en resultados e ideas matemaéticas
novedosas. Dos aspectos a senialar son: la creacién y desarrollo del dlgebra literal y simbdlica,
v la consolidacién de la trigonometria como una rama particular de la matematica.

Es indudable, que estos dos aspectos contribuyeron significativamente al desarrollo del con-
cepto de funcién; sobre todo a los aspectos simbdlicos y al estudio de las funciones trigonométri-
cas. Este elemento permite, después de Viete (1591), una notacién resumida y manejable de
una expresién algebraica conteniendo cantidades desconocidas y coeficientes arbitrarios. Si
bien es cierto el simbolismo de Viéte sufrié6 enmiendas y transformaciones muy rapidamente,
el mismo contribuyé a un notable avance del cdlculo matemético.

Este periodo, se caracteriza por iniciar el paso del estudio del movimiento al estudio de las
trayectorias. Aparece una concepcion de las matemaéticas como lenguaje que permite expresar
la realidad fisica de la naturaleza.

En esta época, destacaron matemdticos como el alemén Miiller (1436-1476), mds conocido
como Regiomontano, y Galileo (1564-1642). Como aporte al desarrollo del concepto de fun-
cién, destaca el trabajo de Galileo orientado a la bisqueda de resultados y relaciones prove-
nientes de la experiencia méas que de la abstracciéon. Estudié el movimiento, la velocidad, la
aceleracién y la distancia recorrida y buscé ligarlos mediante leyes sustentadas en la experi-
encia y la observaciéon. Galileo también estudié las trayectorias de proyectiles en movimiento.

3.1.5 Siglo XVII

A principios de este siglo, la formulacion de las leyes de Kepler sobre las trayectorias elipticas
de los planetas, orienta el interés matemadtico hacia los problemas de cédlculo y el estudio de
trayectorias.

La mayoria de las funciones introducidas en esta época fueron estudiadas, en un primer mo-
mento, como curvas, las cuales eran consideradas como trayectorias de puntos en movimiento.

El desarrollo del algebra literal simbdlica y la madurez del concepto de nimero (a finales
del siglo XVI abarcaba los reales, los imaginarios y los complejos) contribuyeron de manera
significativa al desarrollo de la teoria de funciones.

Unos veinte anos después que John Napier (1550-1617), entre otros matematicos de la época,
introdujeran la funcién logaritmo, Fermat (1601-1665) y Descartes (1586-1650) aplican el
dlgebra simbdlica a la geometria y desarrollan el método analitico para el estudio de funciones.
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El objetivo de Descartes, contenido en su geometria de 1637, era reducir la solucién de todos
los problemas algebraicos que requerian de resolucién de ecuaciones, a procedimientos estén-
dares para construir sus raices reales mediante las coordenadas de sus puntos de interseccién
de curvas planas de grado lo més bajo posible. El distingufa curvas geométricas y curvas
mecdnicas y centré su atencién en las primeras; es decir en aquellas curvas donde las dos
coordenadas z e y estdn relacionadas por una ecuacién algebraica P(x,y) = 0, y que hoy dia
se conocen como curvas algebraicas.

La introduccién en geometria del método de las coordenadas, también conocido como la
aplicacién del dlgebra a la geometria, y mds tarde como geometria analitica, permitié la
traduccién de todo problema de la geometria plana en un problema equivalente de &lgebra;
esto debido a que los objetos y relaciones de la axiomdtica de Hilbert se podian interpretar
como objetos y relaciones de la teorfa de los nimeros reales.

El método de coordenadas fue factor fundamental para la formulacién de la nocién de funcién
y el cdlculo infinitesimal.

Aqui se expone por primera vez la idea de que una ecuacién en x e y es una forma de introducir
una relaciéon de dependencia funcional, entre cantidades variables, en el sentido de que una
de ellas permite determinar la otra. Esta idea de introducir la funcionalidad por medio de
ecuaciones signific6 un momento importante en el desarrollo matemédtico. Este método de
representar funciones, muy pronto se desligé de su campo de origen, la geometria analitica,
para extenderse a otras ramas de la matemética, particularmente al andlisis infinitesimal.

La idea de Descartes de restringir la nocién de funcién unicamente a las expresiones alge-
braicas, fue una limitacién que no soporté el peso del descubrimiento de los matemaéticos de
la generacion siguiente (Wallis, Mercator, James Gregory, Newton): el desarrollo de funciones
en series de potencias.

Nicolas Mercator encuentra el drea de una hipérbola reduciendo a una serie geométrica la
expresion H%’ y luego integrandola término a término segin el método de Wallis. Este
método tuvo gran suceso y numerosos matemadticos trabajaron e hicieron grandes aportes
apollados en el mismo. Sin embargo, més sobresaliente fue Newton quien desarrolla en serie
de potencias racionales, las funciones (14 x)~!, senx, cosz, y series andlogas para los arcos
de elipses.

La mejor definicién explicita del concepto de funcién, hasta ese momento, fue dada por
James Gregory en 1667; él define una funcién como una cantidad obtenida a partir de otras
cantidades por una sucesién de operaciones algebraicas, o como dice él mismo, por no importa
cual operacién imaginable. No obstante, el contexto deja entrever que es necesario agregar
a las cinco operaciones algebraicas (adicién, sustraccién, multiplicacién, divisién, extraccién
de raiz) una sexta operacién definida aproximadamente como un paso al limite.

La idea de usar procedimientos algoritmicos infinitos para la definicién de funcién, en par-

ticular el desarrollo en series de potencias enteras, fue de incalculable valor en el trabajo de
extender este concepto.



58 A. Duarte & S. Cambronero

3.1.6 El papel preponderante del concepto de funcién

Hasta finales del siglo XVII, la nocién de funcién sigue siendo muy vaga. Sin embargo, a
partir de este momento, con mateméticos como Leibnitz y Jean Bernoulli, el concepto de
funcién comienza a tomar un sesgo méds analitico, aunque sigue siendo vago. Una precision
significativa, se logra con los trabajos de Euler (1707- 1783 ).

El nacimiento del cdlculo infinitesimal sucité un gran entusiasmo entre los matemaéticos de
la época y planteé la necesidad de clarificar y precisar una serie de conceptos, entre ellos la
nocioén de “infinitamente pequeno”.

El siglo XVIII, en cuanto a la matemética se refiere, arranca alrededor de 1730 con los
primeros trabajos de Euler, considerado el gigante del siglo, los de Daniel Bernoulli (1700-
1782). Comienza un momento nuevo en el desarrollo histérico de la matematica, que se ve
marcado por un distanciamiento entre filésofos y matemédticos y una especializacion creciente
del trabajo cientifico.

La primera consideraciéon de una funcién como expresion analitica se debe a Jean Bernoulli en
1718,: “llamamos funcién de una magnitud variable a una cantidad compuesta de cualquier
manera que sea de esta magnitud variable y de constantes”.

Euler, y otros matemdticos contemporaneos, al no contar con el concepto de limite y no
poder superar los problemas generados por la utilizacién de los algoritmos infinitos, consid-
era el cdlculo infinitesimal como una extensién del dlgebra, agregando la diferenciacién y
la integraciéon. KEuler se proponia estudiar las funciones elementales y sus propiedades re-
curriendo al célculo algebraico. El utiliza las manipulaciones algebraicas sobre expresiones
infinitas (series, productos infinitos, fracciones continuas, etc.) de una manera puramente
formal; es decir sin ninguna preocupacién por aspectos de convergencia.

El libro escrito por Euler “Introductio in analysin infinitorum” se constituye en el primer
tratado en donde el concepto de funcién estd a la base de la construccién matemética.

Euler define una funcién de una cantidad variable como “una expresién analitica compuesta
de una manera cualquiera de esta cantidad variable y de niimeros o cantidades constantes”.
Es decir, para Euler, una funcién es una combinacién arbitraria de operaciones tomadas
del conjunto de operaciones y de modos de célculo conocidos en su tiempo y aplicables a
los nimeros: operaciones cldsicas del dlgebra, exponencial, logaritmo, etc; algunas de estas
operaciones pueden ser iteradas de manera ilimitada. Esta manera de construir expresiones
analiticas, permite a Euler hacer una clasificacién de las mismas en tres grupos principales:
algebraicas-trascendentes, uniformes-multiformes, explicitas-implicitas.

Resulta importante mencionar que las funciones consideradas en la obra de Euler, es decir las
definidas por una sola expresién analitica finita o infinita, son llamadas funciones continuas
tanto por Euler como por los otros matemadticos del siglo XVIII.

Posteriormente, Euler desarrollé aplicaciones del concepto de funcién a la geometria; in-
troduciendo asi lo que él llamé funciones mixtas o irregulares y que requieren diferentes
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expresiones analiticas en diferentes dominios. Asi, la continuidad segin Euler, expresa al
cardcter inmutable de la férmula que define la funcién para todos los valores de la variable.

N\ g
Funcién continua: Funcién discontinua:
Una sola expresién analitica. Dos o més expresiones analiticas.

Por otro lado, se debe senalar que el desarrollo de la teoria de ecuaciones diferenciales y
del cédlculo de variaciones en el siglo XVIII, constituyen un testimonio del desplazamiento
del concepto de nimero al de funcién como objeto matemadtico central y del cual hablaba
J.Hadamard.

Euler, seguido de otros matemadticos contemporaneos, rompe con el lenguaje, la escogencia y
la organizacién de los matemdticos que le preceden, y es el concepto de funcién el que pasa
a ser la base del edificio matematico.

Posterior a Euler, y dentro de la perspectiva formalista, aparece Lagrange con su esfuerzo por
dotar a la matemaética de bases rigurosas sustentadas en una sistematizacién de las practicas
del andlisis algebraico del siglo XVIII. Esta tentativa de Lagrange se apoya sobre la teorfa
del desarrollo de funciones en series enteras. Lagrange maneja una nocién de funcién que es
la nocién de funcién continua de Euler. Lagrange no tuvo éxito en su empresa, pues excluyé
de partida toda consideracién sobre limite dentro de su teorfa. En el tltimo decenio del siglo,
un gran pesimismo sobre el futuro se apoderd de los matemdticos. Lagrange, dijo al respecto,
que eran pocos los progresos que se podian lograr con el estado actual del anélisis.

Muy importante de resaltar es el hecho que la concepcién algebraica y formal de las funciones,
que durante mucho tiempo sirvié de estimulo para el desarrollo del andlisis, se convertia en
un verdadero freno para la buisqueda de nuevos resultados.

El atascamiento que embargaba el andlisis, se ve truncado por dos lineas de trabajo desar-
rolladas por matemaéticos de la generacién siguiente.
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Por un lado, Gauss, Cauchy, Bolzano y Abel, desarrollan trabajos en donde habia una preocu-
pacién especial por el rigor y los fundamentos, y que desembocan en la clasificacién y presicion
de una serie de conceptos centrales para el andlisis: el infinitamente pequefio, limite, con-
tinuidad, convergencia, etc. Por otro lado, no de manera independiente, Fourier, Lejeune,
Dirichlet y Riemann toman como base de su trabajo los problemas planteados por la fisica y
la representacion de las funciones mediante series trigonométricas.

3.1.7 Siglo XIX: La nocién general de funcién

Después de Fourier, Cauchy, Dirichlet y Riemann, se puede decir que la nocién de funcién
alcanzé su plena madurez. Por ejemplo, Dirichlet, en 1837 dio la siguiente definicién: si una
variable y estd relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que se atribuya
un valor numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un unico valor de 1y,
entonces se dice que y es una funcion de la variable independiente x.

Mis tarde, en 1858, Riemman formulé la siguente definicién: se dird que y es funcion de x
st a todo valor bien determinado de x corresponde un valor bien determinado de y cualquiera
que sea la forma de la relacion que une a x e y.

La profundizacién de las nociones de funcién y de continuidad, se ven acompanadas por la
construccion de funciones cada vez mds y mas patolégicas. Algunas de estas eran construidas,
como contraecjemplos a conjeturas que gravitaban en el quehacer matemético en ese momento.
Una de estas construcciones famosas fue la de Weierstrass, quien construye una funcién
continua en un cierto intervalo y no derivable en ningiin punto de ese intervalo.

Una transicién del viejo concepto de funcién a la versién acabada, se marca por la utilizacién
de algoritmos infinitos para representar y aproximar funciones cada vez mas generales. En el
siglo XIX, las series de Taylor y las series de Fourier son los dos algoritmos mds importantes.

Este rapido seguimiento al concepto de funcién en su desarrollo histérico, lo cerramos diciendo
que el siglo XX ve aparecer el concepto de funcién como terna y como aspecto central de las
matematicas. Al respecto, Spivak dice: "el concepto mds importante de las matemdticas es,
sin duda, el de funcién". En casi todas las ramas de la matemadtica actual, la investigacién
se centra en el estudio de funciones. No ha de sorprender, por lo tanto, que el concepto de
funcién haya llegado a definirse con una gran generalidad.

Hoy dia una definicién tipica en un texto universitario es:

Sean A,B dos conjuntos no vacios. Una funcion f definida en el conjunto A y con valores en
B, es una ley mediante la cual se hace corresponder a cada elemento de A un unico elemento
de B.

La definicién rigurosa serd presentada a continuacién, mediante el uso de relaciones binarias.
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3.2 Las funciones de hoy en dia

3.2.1 Definicién y ejemplos

Una funcién f de un conjunto A en otro conjunto B, es una relacién binaria f = (A, B, G)
que asocia a cada elemento en A, un tnico elemento en B. Mds precisamente, la relacion
binaria f se llama funcidn si:

Ya € A,3b € B tnico, tal que afb.

Cuando a se relaciona con b, esto es cuando afb, se dice que b es la imagen de a, y se escribe
f(a) =b. En tal caso también se dice que a es una pre-imagen de b. Note que pueden existir
varias pre-imdgenes para un mismo elemento b € B, y también puede que algunos elementos
de B no tengan pre-imagen alguna. Pero cada elemento de A tiene exactamente una imagen.
Al conjunto A se le llama el dominio de f, y al conjunto B codominio de f. El grafico G de
f satisface

G={(a,b) e AxB:b= f(a)} ={(a,f(a)):a€ A} C A X B.

Escribimos f : A — B para expresar que f es una funcién de A en B. Es importante insistir
en que los conjuntos A y B son parte de la funcién f, y en ese sentido, si se cambia A o B,
obtenemos una funcién distinta, o incluso podriamos obtener una relaciéon que no es funcién.

Ejemplo 3.2.1 Sean A =1{1,2,3}, B={4,5,6} y C ={4,5}, y sea

G =1{(1,4),(2,5),(3,4)}.

Entonces f = (A,B,G) y g = (A,C,G) son funciones distintas, dado que B # C. Note
que f(a) = g(a) para todo a € A, pero esto no implica f = g. Note que 6 € B no tiene
pre-imdgenes bajo f. Por su parte 4 € BN C tiene dos pre-imdgenes bajo f, lo mismo que
bajo g.

Ejemplo 3.2.2 Con A y B como en el ejemplo anterior, sea G = {(1,4),(2,5)}. Entonces
R = (A, B,G) no es funcion, pues 3 € A no tiene imagen. Sin embargo, si cambiamos A por
{1,2}, obtenemos la funcion f = ({1,2}, B,G).

Ejemplo 3.2.3 SiA=B =Ny G = {(n,m) e NxN:n=m?}, entonces R = (N,N,G)
no es funcion, pues por ejemplo n =5 no tiene imagen. Si en cambio

G={(n,m) e NxN:n*=m}
Entonces f = (N,N,G) st es funcion.

En muchos casos, se puede definir una funcién dando su dominio, su codominio, y una férmula
para calcular f(a), para cada a € A. En tales casos debe tenerse cuidado de que dicha férmula
genere un elemento de B, para cada a € A. Para aclarar esto veamos:
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Ejemplo 3.2.4 La funcion f : {1,2,4,7} — {2,4,6,8,14}, definida por f(a) = 2a, tiene
grifico
G = {(17 2)7 (274)7 (47 8)7 (77 14)} .

Ejemplo 3.2.5 Por otro lado, es erréneo escribir f : {1,2,4,7} — {2,4,6,8,12}, con f(a) =
2a, pues la “imagen” de 7 no estd en el conjunto de llegada B = {2,4,6,8,12}. Es decir, 7
no tiene imagen y f no es funcion.

Ejemplo 3.2.6 La funcion f : Z — Z, f(n) = n?, tiene dominio Z, codominio Z, vy gréfico

G={(n,m)€ZXZ:n*>=m}.

3.2.2 Ambito e imagenes directas e inversas de conjuntos

Como muestran los ejemplos anteriores, dependiendo de la funcién, los elementos del codo-
minio pueden no tener pre-imdgenes, o pueden tener varias. Los elementos que poseen al
menos una pre-imagen, forman un subconjunto del codominio, llamado dmbito o rango de la
funcién dada. Maés precisamente, el &mbito de f : A — B es el conjunto

amb(f):={be€ B:3Jac Atal que f(a)=b} ={f(a) :a € A}.

Maés generalmente, podemos considerar las imédgenes de un subconjunto cualquiera C de A.
Estas forman un conjunto llamado el conjunto imagen de C, que es denotado por f (C). Esto
es

f(C):={beB:3aecCtalque f(a)=b} ={f(a) :a € C}.

Note que f (C) # 0 si C # (). Note ademéds que en particular se tiene
f(A) = amb(f).

Para D C B, el conjunto de pre-imédgenes de los elementos de D se llama el conjunto pre-
imagen de D (o imagen inversa de D), y se denota por f~! (D). Entonces

fY(D):={a€ A: f(a) € D}.

En particular

F71(B) = £~ (amb(f)) = A.

Ejemplo 3.2.7 La funcion f : N — N, definida por f(n) = 2n, tiene como dmbito al
conjunto de numeros pares. Fsto es

amb(f) =P ={neN:n es par}.

Si C = {3,5,7}, entonces f (C) = {6,10,14} . Si D = {4,5,6,7} entonces f~* (D) = {2,3}.
Note que f~1(f(C)) = f~1({6,10,14}) = {3,5,7} = C, mientras que

F(FHD)) = f({2,3}) = {4,6} # D.
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Ejemplo 3.2.8 Sea f: N — R definida por

1 st es impar
fn) = { 2 sim es par

Entonces amb(f) = {1,2}. Sean C = {6}, D = {2}. Tenemos f(C) = D y f~1(D) =
P (el conjunto de los pares). Note que f~(f(C)) = f~1(D) = P # C, mientras que
f(f7H(D))=f(P)=D. Si E={2,3} se tiene f (f"*(E)) = f(P)=D #E.

Ejemplo 3.2.9 Sea f : P — N definida por f(n) = g Note que amb(f) = N. Para
el conjunto C = {n € P:n es maltiplo de 4} tenemos f(C) = P C N, y f~1(f(C)) =
fYP)=C. Si D={ne€N:n es miltiplo de 3} entonces

(D)= {pe P:p es mailtiplo de 6},
y luego f (f_1 (D)) =D.

Los ejemplos de arriba muestran que en general no se tiene f ( f! (D)) = D, ni tampoco
f71(f(C)) = C. Vale la pena preguntarse para qué tipo de funciones se cumplen estas
igualdades. Esta pregunta se contestard en la siguiente seccién. Por ahora notemos que si
podemos decir algo en general:

Lema 3.2.1 Sea f: A— B, y sean C C A, D C B. Entonces tenemos
cciif@)y,  fHD)cD.

Demostracién

En efecto, si z € C entonces f(z) € f(C), lo que significa z € f~1 (f (C)).
Por otro lado, siy € f (f_l (D)) , debe existir z € f~1 (D) tal que f(z) =
f(z) € D, o lo que es lo mismo, y € D. O

y. Pero entonces

Cabe preguntarse también qué relacién existe por ejemplo entre los conjuntos f (C U D)y
f(C)U f (D), para C,D C A, o entre los conjuntos f~ 1 (GNH) y f~(G)n f~1(H), con
G, H C B. Los siguientes lemas responden estas y otras preguntas en el caso general.

Lema 3.2.2 Sea f: A — B una funcion, y sean C' y D subconjuntos de A. Tenemos
f(CuD)=f(C)uf(D), f(CND)Cf(C)Nf(D).

Demostraciéon
Para la identidad note que

ye f(CuUD) Jz € CUD tal que y = f(x)
Jz(x € CoxeD) tal que y = f(x)
ye f(C)oye f(D)

ye f(O)Uf(D).

tee e
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Para la inclusién sea y € f(C'N D). Entonces existe x € C' N D tal que y = f(z). Luego
xeCyxeD,conloqueye f(C)yye f(D),oseaquey € f(C)Nf(D).O

En el ejemplo 3.2.8, con C = {2,3} y D = {3,4} tenemos f (C) N f (D) = {1,2}, mientras
que f(CND) = f({3}) = {1}. Esto demuestra que en general es falso que f(CND) =
f(C)n f(D). En la siguiente seccién veremos en qué casos hay igualdad. En el caso de

conjuntos pre-imagen si se obtiene igualdad en general, debido a la unicidad de la imagen
para x € A.

Lema 3.2.3 Sea f: A — B una funcidn, y sean G y H subconjuntos de B. Tenemos
fFUGUH) = R G uftH), fHGNH) = (G)nf 1 (H).

Demostracién
Para la primera identidad, note que

z e f1GUH] (r) eGUH

< f

& f(x)eGo f(x)e H

& z€f1(G)oxzeft(H)
& zefHG)Uft(H).
La segunda identidad se demuestra de manera anéloga.l]

3.2.3 Tipos de funciones

De acuerdo con la cantidad de pre-imédgenes que poseen los elementos del codominio, las
funciones se clasifican en:

e Inyectivas: Son aquellas funciones tales que cada elemento del codominio tiene a lo sumo
una pre-imagen. En otras palabras, la funcién f: A — B es inyectiva si

Va,z € A, f(a) = f(z) = a=r,
o equivalentemente

Va,z € A, a#x= f(a)# f(x).

e Sobreyectivas: Son aquella funciones tales que cada elemento del codominio tiene al
menos una pre-imagen. Entonces la funcién f : A — B es sobreyectiva si y solo si
amb(f) = B. En otras palabras, f es sobreyectiva si

Vb e B,3a € A tal que f(a) =b.
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e Biyectivas: Son las funciones que son inyectivas y sobreyectivas. Equivalentemente, una
funcién es biyectiva si cada elemento del codominio posee exactamente una pre-imagen:

Vb € B,3a € A unico, tal que f(a) = 0.
Es evidente que en tal caso podemos definir una funcién g : B — A tal que
g(b) = a & f(a) = b.
En otras palabras, si f = (A, B,G), entonces g = (B, A,G’), donde
G' ={(b,a) € Bx A: (a,b) € G}.

Esta funcién g se llama la inversa de f, y se denota por f~!. Luego se retomars el tema
de la funcién inversa con més detalle.

Ejemplo 3.2.10 La funcién f : N — N, definida por f(n) = 2n, es inyectiva pero no
sobreyectiva, lo primero pues 2n = 2m implica n = m; lo sequndo pues amb(f) = P # N.

Ejemplo 3.2.11 Sea f : N — N definida por f(n) =1 sin es impar, y f(n) =2 sin es par.
Esta funcién no es inyectiva pues por ejemplo f(2) = f(4). Tampoco es sobreyectiva pues

amb(f) ={1,2} #N.

Ejemplo 3.2.12 Sea g : N — {1,2} definida por g(n) = 1 si n es impar, y g(n) = 2 sin
es par. Esta funcidn no es inyectiva, pero si es sobreyectiva pues el dmbito coincide con el
codominio.

Ejemplo 3.2.13 Sea f : N — P definida por f(n) = 2n. Como amb(f) = P, la funcidn es
sobreyectiva. Ademds es inyectiva pues 2n = 2m implica n = m. Se concluye entonces que f

es biyectiva, y su inversa es la funcion g : P — N definida por g(m) = 3

Ejemplo 3.2.14 Sea E = {1,2,3}, y considere la relacion de equivalencia R definida por el
grifico R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} . Recordemos que

E/R = {[1],B]} = {{1,2},{3}}.

Podemos definir una funcion f : E — E/R por f(x) = [z} Entonces f(1) = f(2) = [1], y
f(3) = [3]. Esta funcién es sobreyectiva, pero no inyectiva.

Nota: En general, dada una relacién de equivalencia sobre un conjunto E cualquiera, la
funcién 7 : E — E/R definida por m(z) = [z], se llama la proyeccion candnica de E sobre
E/R, y es sobreyectiva.
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Ejemplo 3.2.15 En E =N, con la relacion
n~m-<n-+m es par,

se tiene E/~= {[0],[1]} = {P,I}, donde P es el conjunto de los pares, e I es el conjunto
de los impares. FEl conjunto E/~ se puede identificar con {0,1} mediante la biyeccion f :

{0,1} = E/~, f(z) =[]
Ejemplo 3.2.16 Para la relacion definida por
(mvn) ~ (p’Q) S m+qg=n+p,

en Nx N. La funcion f:7Z — E/~, definida por f(n) =[(n,0)] sin >0,y f(n)=[(0,n)] si
n < 0, es biyectiva. Esto es, E/~ se identifica con Z. FEsta es la idea que utilizaremos mds
adelante para definir Z. a partir de N.

Ejemplo 3.2.17 Sea A un conjunto no vacio, y sea f: A — P(A) definida por f(x) = {x}.
Entonces f es inyectiva pues {x} = {y} implica x = y. Sin embargo f no es sobreyectiva
(spor qué?). Un hecho importante de la teoria de cardinalidades, es que no existe ninguna
funcion sobreyectiva de A en P(A) (ver los ejercicios).

Ejemplo 3.2.18 Sea A un conjunto no vacio, y sea f : Ax A — P(A) definida por f(a,b) =
{a,b}. Si A tiene al menos dos elementos, entonces f no es inyectiva, pues en tal caso
podemos tomar a,b € A tales que a # b, obteniendo (a,b) # (b,a) pero f(a,b) = f(b,a). En
ningun caso f es sobreyectiva.

Ahora podemos contestar las preguntas planteadas al inicio de esta seccidn.

Lema 3.2.4 Sea f : A — B una funcion. Entonces f es sobreyectiva si y solo si f (f_1 (D)) =
D para todo D C B. Ademds f es inyectiva si y solo si f~1(f (C)) = C para todo C C A.

Demostracién

Probamos la primera equivalencia, y dejamos la segunda como ejercicio:

Si f es sobreyectiva, sea D C B. Ya tenemos “C”. Para demostrar “2” sea y € D. Como
f es sobreyectiva existe z € A tal que f(z) = y. Luego € f~!1(D), y consecuentemente
ye f(f (D).

Reciprocamente, suponga ahora que f (f_1 (D)) = D para todo D C B. Dado y € B, con-

sidere el conjunto D = {y}. Entonces f (f~' ({y})) = {y}, lo que implica y € f (f~' ({y})),
esto es, y = f(x) para algin = € f~! ({y}) C A. Esto demuestra que f es sobreyectiva. (]

Lema 3.2.5 Sea f : A — B una funcion. Entonces f es inyectiva si y solo si f (C N D) =
f(C)Yn f(D), para todo par de conjuntos C,D C A.
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Demostracién

En efecto, suponga que f es inyectiva. Como “C” siempre es vilido, nos damos y € f (C) N
f (D). Entonces y € f(C)yye€ f(D), lo que significa que existe x € C tal que f(z) =y,
y existe z € D tal que f(z) = y. Pero como f es inyectiva, se sigue que x = z, de donde
x € C'N D. Esto implica por definicién que y € f (CN D).

Reciprocamente, si la igualdad es valida para todo par de subconjuntos de A, mostremos que
f es inyectiva: Sean x,z € A tales z # 2. Tomando C = {z} y D = {2} tenemos C N D = ),
de donde f(C' N D)= f(0) = 0. Por hipétesis se sigue que f (C)N f (D) = 0, lo que significa
f() # £(2). O

3.2.4 Composicién de funciones

Dadas dos funciones f: A — By g: B — C, podemos definir la composicién go f: A — C
por (go f)(z) = g(f(z)), Vx € A. Esto corresponde con el concepto de composicién de
relaciones, previamente estudiado.

Ejemplo 3.2.19 Sea f: N — N tal que f(n) = 8 para todo n, y sea g : N — N definida por
g(n) = n? +4n + 4 para todo n € N. Podemos definir go f : N — N, obteniendo

(go f)(n) =g(8) =8> +4-8+44 =100,

para todo n € N.

Ejemplo 3.2.20 Sea f : {1,2,3,4} — {0,1,2,3} definida por f(n) = 4 —n, y sea g :
{0,1,2,3} — {1,2,3,4} definida por g(n) = 4 — n. Entonces

gof:{1,2,3,4} —{1,2,3,4}
es tal que (go f)(n) =g(4—n)=4—(4—n)=mn,Vn e {1,2,3,4}.

Definicién 3.2.1 Dado un conjunto A # 0, la funcion f : A — A definida por f(x) = x,
se llama la funcion identidad de A, y se denota por ida. En alguna literatura se acostumbra
usar también los simbolos 14 y 14.

6n, y sea g : P — N definida por

Ejemplo 3.2.21 Sea f : N — P definida por f(n) =
72’ € N para todo nimero par p. Podemos

g(p) = 32—1". Note que g estd bien definida pues >
componer las funciones obteniendo
3-6n

gof:N—N, (gof)(n)=g(6n)= 5 =9n, Yn € N.




68 A. Duarte & S. Cambronero

3.2.5 Funciones inversas

El concepto de funcién inversa puede introducirse maés ficilmente si se estudia primero el
concepto de relacién inversa en general. Veamos:

Definicién 3.2.2 Dada una relacion R = (A, B, R), definimos la relacion inversa R~ por:
R '=(B,A R,

donde
R ={(b,a) e Bx A: (a,b) € R}.

Ejemplo 3.2.22 Sean A ={1,2,3}, B={4,7,9} y R={(1,4),(1,7),(2,4),(3,7),(3,9)} .
Entonces la relacion R = (A, B, R) tiene por inversa a R™' = ( A R™ ) donde

1= {(4,1),(7,1),(4,2),(7,3),(9,3)}.

Ejemplo 3.2.23 La funcion f = R — R definida por f(z) = x2, tiene por inversa a la
relacion f~! = (R,R,G), donde

G={(2*1z): 2 €R}.
Note que f~! no es una funcion.

Definicién 3.2.3 Decimos que una funcion f es invertible si su relacion inversa es una
funcion.

Ejemplo 3.2.24 FEl ejemplo anterior muestra que la funcion f : R — R definida por f(zx) =

2, no es invertible.

Ejemplo 3.2.25 Por otro lado, la funcién g : [0,00[— [0,00[, definida por g(z) = 22, si es

invertible, y su inversa es la funcién g=1 : [0, 00[— [0, 00|, definida por g~ (z) = /z.

Lema 3.2.6 La funcion f : A — B es invertible si existe una funcion g : B — A tal que
gof=iday fog=idg. En tal caso g = f~1.

Demostracién

Si f es invertible, sabemos que g = f~! es funcién. Adems4s, si a € A tenemos (a, f(a)) € G,
de donde (f(a),a) € G™L. Esto significa que f~! (f(a)) = a. Similarmente se demuestra que
f(f~4(b)) =0, para b € B.

Reciprocamente, si tal funcién g existe, denotemos por G’ al gréfico de g. Para (a,b) € Ax B
tenemos

(a,b) € G b= f(a) & g(b) =a < (ba) € G.

Esto demuestra que G’ = G~!, y por lo tanto g = f~! (recuerde que dos relaciones son
iguales cuando tienen mismo dominio, codominio y gréfico). [J
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Note que en particular

(flof)(@) =a,VzeA, (fof')(y)=y, Vye<B.

En otras palabras, para x € Ay y € B se tiene:

f@)=yez=["y).
El lema anterior demuestra en particular la unicidad de la inversa, en el sentido que es la
unica funcién g : B — A que satisface go f =ida y fog =1idp.

No es dificil ver que f es biyectiva si y solo si es invertible. En efecto:

f es biyectiva << Vbe B,3la € A tal que f(a) =0
Vb € B,3a € A tal que (a,b) € G
Vb € B,3a € A tal que (b,a) € G

1 es funcion.

T ¢

Escribimos esto como un teorema:
Teorema 3.1 Sea f: A — B una funcion. Entonces f es invertible si y solo si es biyectiva.

Ejemplo 3.2.26 Considere la funcion f : R — R que asocia a cada x € R con 2z + 1. Se
tiene f(x) =2z + 1, Vz € R. Note que f es inyectiva, pues

f@) = f) =2 +1 =2+ 1= 20 =2 = z=y.

Para ver si es sobreyectiva tomemos y € R y tratemos de encontrar x tal que f(x) = y.
Debemos entonces resolver 2o + 1 =y, cuya solucion es x = %(y —1). Obtenemos ast que f

es biyectiva. Ademds, definiendo g(y) = %(y — 1), tenemos que

2r4+1—1
(90f)(w)=g(2w+1):%:x, Vz € R,

y similarmente (f o g) (y) =y, Yy € R. Entonces g = f~1.

Ejemplo 3.2.27 En general, la funcion definida por f(x) = max + b, donde m y b son
nimeros reales fijos, es biyectiva si m # 0. Resolviendo la ecuacion f(x) = y, vemos que

fHy)=Ly-b),vyeR.

Ejemplo 3.2.28 Consideremos la funcion f : Z — N definida por

—2z—1 s12<0

flz) = { 2z stz > 0.

Esta funcion es biyectiva. En efecto, si f(x) = f(z) = n, tenemos dos posibilidades:
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Sin es par, entonces x y z deben ser ambos no negativos, y entonces n = 2x = 2z, de donde
r = z. Similarmente, si n es impar, entonces tenemos que T y z son ambos megativos, y

—2x—1=—-2z—1, lo que implica x = z. Esto demuestra que f es inyectiva. Para ver que

es también sobreyectiva, tomemos n € N. Si n es par, entonces n = 2k = f(k), para algin
n+1

k € N. Sin es impar, entonces n =2k —1 = f(—k), con k = % En particular, la funcion

tversa estd dada por
st es par

[
iR
—~
3
N—
Il
—N—
N3

n+1l ; ;
—T5  Stn esimpar.

Ejemplo 3.2.29 Considere la funcion f : R — {—1} — R, definida por f(z) = ﬁ Esta
funcion es inyectiva, pues

1 1
s+l g1 YtiTrtimy=e

Para ver si es sobreyectiva, tomemos y € R y tratemos de hallar x tal que f(x) = y. Tenemos

1
rz+1

1 1
=y=>-=zcz+1=>z=- -1,

Y Y
siempre que y # 0. Note que y = 0 no tiene preimagen, asi que f no es sobreyectiva.

1
Ejemplo 3.2.30 La funcion f : R—{—1} — R—{0}, definida por f(x) = ——, es biyectiva.
x

+1
1
Su inversa estd dada por f~(y) = - — 1, Yy € R — {0}.
Yy

3.2.6 Graficas de funciones reales

En esta seccién estudiaremos los grificos de algunas funciones elementales, y trazaremos
algunas representaciones geométricas (gréficas) de ellos. Para esto es til conocer el concepto
de funcién mondtona que veremos a continuacion.

Definicién 3.2.4 Sean A y B dos subconjuntos de R. Decimos que la funcién f : A — B
es creciente si, al aplicarla a los elementos de A, preserva el orden. Mads precisamente,
si z,y € A son tales que x < y, entonces f(z) y f(y) € B son tales que f(z) < f(y).
Simbdlicamente esto se escribe:

Ve,y e A, x <y = f(x) < f(y),

Si lo anterior se cumple con desigualdad estricta, se dice que la funcion f es estrictamente
creciente. Fs decir, f se llama estrictamente creciente si cumple:

Vo,y € A, x <y = f(z) < f(y).
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Similarmente, decimos que f : A — B es decreciente si

.y €A, z<y= f(z) = fy),
y estrictamente decreciente st

r,y€ A, z<y= f(z)> f(y).

Gréaficamente, una funcién es creciente si cuando = se mueve hacia la derecha en el eje de las
abscisas, su imagen se mueve hacia arriba en el eje de la ordenadas.

Ejemplo 3.2.31 Considere la funcion f : R — R que asocia a cada x € R con 2z. Se tiene
entonces f(x) = 2z, para cada x € R. Es claro que esta funcion es estrictamente creciente.
En efecto, para x,y € R se tiene

r<y=2x<22y= f(z)< f(y).

El grifico de f es el conjunto G = {(x,2x) : © € R}. La grifica de f contiene al origen, y al
punto de coordenadas (1,2). Por el teorema de Tales, la recta que pasa por dichos puntos,
pasa también por el punto de coordenadas (x,2x) € G. Consecuentemente, la grifica de f es
precisamente dicha recta.

2z

Figura 3.2: Grafica de la funcién dada por f(x) = 2.

Ejemplo 3.2.32 Considere la funcion f : R — R que asocia a cada x € R con 2x + 1. Se
tiene entonces f(x) = 2x + 1, para cada x € R. Veamos que esta funcion es estrictamente
creciente:

r<y=2r<2y=220+1<2y+1= f(z) < f(y).

El grifico de f es el conjunto {(x,2x + 1) : x € R}. Su grdfica se obtiene trasladando la grifica
del ejemplo anterior, una unidad hacia arriba en el plano cartesiano (ver figura 3.3).
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Figura 3.3: Gréfica de la funcién dada por f(x) = 2z + 1.

Graficas de funciones afines

La funcién definida por f(x) = mz, donde m es un nimero real fijo, es estrictamente creciente
si m > 0, y estrictamente decreciente si m < 0. Su gréfica es una recta en el plano que pasa
por el origen y el punto (1,m). Para justificar esto, considere un punto (x,y) sobre dicha
recta. Por semejanza de tridngulos (ver figura 3.4) se tiene

y_m

1"
de donde se sigue que y = mz = f(x). Esto demuestra que efectivamente, la grafica de f es
la recta en cuestién. El nimero m se llama la pendiente de esta recta.

(1,m)

|y

Figura 3.4: Recta de ecuacién y = mz.

Ejemplo 3.2.33 Para m = —3 se obtiene la recta que pasa por el origen y el punto (1,—3).
Se invita al lector a trazar dicha recta.
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En general, la gréfica de la funcién definida por g(x) = ma + b, se obtiene trasladando la
recta anterior, una distancia |b| hacia arriba o hacia abajo, dependiendo del signo de b. Es
decir, la gréafica de g serd una recta de pendiente m que pasa por el punto (0, b).

Uso del valor absoluto

La funcién f : R — R, definida por f(x) = |z|, no es inyectiva (pues f(—1) = f(1)) ni
sobreyectiva (pues ningiin nimero negativo tiene preimagen). Su grafica coincide con la recta

de ecuacién y = x para x > 0, y con la recta de ecuacién y = —z para x < 0. Note que en
particular f es estrictamente decreciente en el intervalo | — 0o, 0], y estrictamente creciente
en [0, ool

Para trazar la grifica podemos entonces dibujar las dos rectas en cuestion, y luego borrar las
partes de estas que quedan por debajo del eje x.

Figura 3.5: Gréfica de la funcién f(z) = |z|.

Ejemplo 3.2.34 Para graficar la funcion g : R — R definida por g(x) = |z — 1|, podemos
proceder como en el ejemplo anterior, considerando los casos x > 1 y x < 1. Otra forma de
hacerlo es observando que la grifica de g se obtiene de la grifica de f(x) = |z|, trasladdndola
una unidad a la derecha. En efecto, dado que g(x + 1) = f(x), la imagen de = bajo f es la
tmagen de x + 1 bajo g.

Nota: En general, si la funcién g se define por g(z) = f(x—c¢), con ¢ > 0, entonces su grafica
se obtiene trasladando ¢ unidades a la derecha la gréfica de f. Si la funcién h se define por
h(z) = f(z)+¢, con ¢ > 0, entonces su gréfica se obtiene trasladando ¢ unidades hacia arriba
la grifica de f.

Ejemplo 3.2.35 Para trazar la grifica de la funcion f: R — R definida por f(x) = |z| +
|x — 1|, consideramos los siguientes casos:
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N

(1,0)

Figura 3.6: Gréfica de la funcién f(z) = |z — 1|.

e Six <0 entonces |x| = —z y |z — 1| =1—=x, asi que f(x) = —2x + 1.
e Si0<uz<1setiene f(x)=z+1—x=1.

o Sixz>1 setiene f(r)=x+z—1=2x—1.
En resumen, podemos expresar la funcion f asi:

20 — 1 six>1
f(z) = 1 si0<z<1
—2x+1 sixz<O.

De lo anterior se sigue que la funcion no es sobreyectiva ni inyectiva. Su dmbito es el intervalo
[1,00[. Se invita al lector a demostrar estos hechos con detalle. La grifica de f coincide con
la recta de ecuacion y = —2x + 1 en el intervalo | — 00, 0], con la recta de ecuacion y =1 en
[0,1], y con la recta de ecuacion y =2x — 1 en [1,00].

Parabolas

La funcién f : R — R, definida por f(z) = 22, no es inyectiva ni sobreyectiva. En efecto,
no es inyectiva pues f(—1) = f(1), y no es sobreyectiva pues el dmbito es [0, 00[# R. Esta
funcién es estrictamente decreciente en el intervalo | — 0o, 0] y estrictamente creciente en
[0, 00[. Para ver que es estrictamente creciente en [0, co[, tomemos a, b tales que 0 < a < b.
Entonces b+ a y b — a son positivos, con lo que (b+ a) (b —a) > 0. Esto es, b*> — a? > 0, o
sea a? < b?. Similarmente se demuestra que f es decreciente en | — 0o, 0].

Su grafica tiene la forma de la figura 3.8.

Nota: La forma de la grafica no es evidente del hecho que f sea decreciente antes del origen
y creciente después, pues ese hecho deja ain la posibilidad de que dicha gréfica tenga formas
como las dadas en la figura 77.

En el ejercicio 21 invitamos al lector a descartar estas posibilidades.
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(1,1)

Figura 3.7: Gréfica de la funcién f(z) = |z| + |z — 1].

Figura 3.8: Grafica de la funcién f(z) = z2.

Ejemplo 3.2.36 Para graficar la funcién cuadrdtica definida por g(x) = x? + 3x + 2, com-
pletamos el cuadrado, obteniendo f(x) = (x + %)2 — % . Entonces la grifica de g se obtiene
trasladando la del ejemplo anterior % hacia la izquierda y i hacia abajo. El punto (—%, —i)
se llama el vértice de la pardbola, y la funcién es estrictamente decreciente en | — 0o, —%], Y
estrictamente creciente en [—%, oo[. En la figura 3.10 se describe la grifica de f.

Ejemplo 3.2.37 Para analizar la grifica de la funcion g(x) = 422, observemos que 4x* =
(22)%. Entonces la grifica se obtiene dibujando la funcion f(z) = x2 en el plano cartesiano
que resulta de reducir la escala en el eje x a la mitad.

En general, g(x) = az? (con a > 0) es una pardbola que se obtiene de y = 2% mediante un
cambio de escala. Cuando a < 0, se debe realizar también una reflexién con respecto al eje
x.
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N |/

Figura 3.9: Gréficas no convexas.

Figura 3.10: Gréfica de f(z) = 2% + 3z + 2

La forma general de la ecuacién cuadratica

La funcién definida por f(z) = ax? + bz + ¢, donde a # 0, b y ¢ son constantes, puede

escribirse en la forma
b\? A
f(a:)—a(x—i—Qa)  4a’

donde A = b% — 4ac es el discriminante. Su grafica es entonces una pardbola con vértice en

el punto (f%, fﬁ). Si A > 0, la pardbola corta al eje x en los puntos
~b-VA |\ [-b+VA
2¢ )7 2¢ )7

Si A =0, el vértice estd sobre el eje x. Si A < 0, la pardbola no corta al eje x.
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Figura 3.11: Gréfica de f(z) = 422

La parabola abre hacia arriba si a > 0, y hacia abajo si a < 0.
Ejemplo 3.2.38 Para graficar la funcion dada por f(z) = |m2 —1-33‘ — 22, observemos que
2?2 +x=z(x+1), ast que

x, six ¢ [—1,0]
-2z —x size[-1,0].
En la figura 8.12 se grafican la recta y = x vy la pardbola y = —2x° — x.

Figura 3.12: Graficasde y =2 -2y y = 222 — x

Luego debemos borrar la parte de la recta que corresponde al intervalo [—2,1], y la parte de
la pardbola que corresponde al complemento de dicho intervalo. La grifica de f se presenta

en la figura 3.13.
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Figura 3.13: Gréfica de la funcién dada por f(z) = ‘:L‘2 + x} — 2

3.2.7 Bisqueda de dominios

En diversas situaciones, uno se puede encontrar con una férmula que puede ser utilizada
para definir una funcién. En tales casos, se plantea el problema de hallar el conjunto maés
grande, sobre el cual se puede definir una funcién mediante la férmula dada. Tal conjunto se
denomina “Dominio méximo”.

Es comiin abusar un poco del lenguaje en este contexto, escribiendo frases como: “Hallar el
dominio maximo de la funcién f(x)”, cuando en realidad se quiere decir: “Hallar el dominio
m&ximo sobre el cual se puede definir una funcién mediante la férmula f(x)”. Debe recordarse
que cuando se habla de una funcién, en sentido estricto se trata de una tripleta (A, B, G).
Nosotros trataremos de evitar este tipo de abusos, y los usaremos solo cuando esto ayude a
no hacer la lectura muy tediosa.

Ejemplo 3.2.39 Considere la férmula f(x) = x + 2. Para que la raiz tenga sentido, se
necesita x + 2 > 0, ast que el dominio mdximo es [—2,00].

Ejemplo 3.2.40 Para f(x) = /x — /4 — x necesitamos que v > 0 y 4 —x > 0, de donde
0 <z < 4. El dominio mdzximo en que puede definirse una funcion mediante esta formula es
entonces [0,4]. Note que aqui se tiene una suma de dos expresiones. La primera estd definida
en [0, 00[, mientras que la sequnda estd definida en | — oo, 4]. Para la suma requerimos que
ambas estén definidas, y esto ocurre en la interseccion

[0, 00[N] — 00, 4] = [0, 4].
Ejemplo 3.2.41 Hallar el dominio mdximo sobre el cual se puede definir una funcién me-

diante la formula
flay= S VEES
o4+ V2—z
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Primero necesitamos t +4 >0 y 2 —x > 0, de donde —4 < x < 2. Luego necesitamos que
el denominador no se anule, y entonces debemos excluir los = tales que x + /2 —x = Q.

Resolvamos:
r+vV2—22=0 & —ax=v2—2>0
s 22=2—2, <0
& 2242-2=0, <0
& (z+2)(x—1)=0, z<0.
Como x < 0, obtenemos © = —2, asi que el dominio mdximo en este caso es
[_47 2] - {_2} = [_47 _2[U] -2, 2]

Note que en este caso f(x) es el cociente de dos expresiones g(x) y h(x), definidas por
g(x) =z +r+4yh(z)=2—+2—x. El dominio de f es entonces la interseccion de los
dominios de g y h, excluyendo los puntos donde h(x) = 0.

Ejemplo 3.2.42 Hallar el dominio maximo sobre el cual se puede definir una funciéon me-

diante la férmula
1

Aqut, [z] denota la parte entera de x. Asi que x = [z] cuando, y unicamente cuando x € 7Z.
Luego, el dominio mdximo es R — Z.

Nota: Cabe recalcar que en este tipo de ejercicios se busca hallar el dominio mdzimo, aunque
nada impide que definamos una funcién en un conjunto més pequeno. Por ejemplo, podemos
definir una funcién mediante la férmula f(z) = v/ — 1 en el conjunto [2,3]. El dominio de
esta funcién es entonces [2, 3], aunque el dominio méximo en que podria definirse una funcién
con esa misma férmula es [1, ool.

3.2.8 Diferentes operaciones con funciones
Se dice que una funcién f : A — B es una funcién real si

amb (f)={f(z):x € A} CR.

Seguidamente, vamos a definir algunas operaciones sobre las funciones reales.

Suma de funciones

Sean f: A — Ry g: B — R dos funciones reales de dominios A y B respectivamente (en
la mayorfa de las funciones que estudiaremos A y B son subconjuntos de R). Definimos la
funcién f + g, a la cual llamamos funcién suma de f y g, de la siguiente manera:

f+9:ANB—R, (f+g)(z)=[(z)+g(z).

Observe que por la manera como se define la suma de funciones, para poder evaluarla en un
punto es necesario evaluar f y g en ese punto, lo que obliga a que el punto = pertenezca a
ambos dominios. Por tal razén, el dominio de f+ g es AN B.
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Ejemplo 3.2.43 Sean f(x) = Va+5 y g(z) = /8 —x, donde A = dom(f) = [-5,4+00[ y
B = dom(g) = |—0, 8|.
Para poder definir f + g debemos encontrar AN B. Es decir:

L—5,%—OO[(1}—OO,8]:: P_5a8

Tenemos entonces

f+g:[-58 =R, (f+g9) (x)=Vr+5+V8—u.

Ejemplo 3.2.44 Considere f y g definidas con las mismas formulas del ejemplo anterior,
pero ahora en los dominios A = dom(f) =[0,4] y B = dom(g) =]1,7].
El dominio de f + g serd, en este caso, AN B =|1,4].

Producto de funciones

Sean f: A —- Ry g: B — R dos funciones definidas como en el caso de la suma, definimos
la funcién:

fr9:ANB =R, (f-g)(x)=[f(z) g(z).
y la llamamos el producto de f y g.

La razén por la cual el dominio del producto se debe tomar como la interseccién de los
dominios de f y g, es totalmente andloga al caso de la suma. Es decir, la necesidad de poder
evaluar f (z) y g () simultdneamente.

Ejemplo 3.2.45 Considere f : [-3,4+00] — R definida por f(z) = vV +3, y sea g :
]—00,6] — R, definida por g (z) = 2= — 1.

V6—2x

En este caso se tiene AN B = [—3,6], as{ que:

fg:[-3,6[=R, (fg)(x)= \/z;i—\/ierS.

Cociente de funciones

Sean f: A —- Ry g: B — R definidas como en la suma y el producto. Se define el cociente
de f entre g como la funcién:

donde D = ANB —{x € B:g(z)=0}. Note que para obtener el dominio de 5, se deben
eliminar de A N B, aquellos puntos donde g se anula.
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Ejemplo 3.2.46 Considere las funciones definidas por f (x) = /x + 7, g (z) = 2*—1, donde
el dominio de f estd dado por

A={zeR:x+7>0}=[-7,+00[,

mientras el de g es B =R. El dominio de g es

D = AnNnB—-{zeB:g(x)=0}
[—7,400[ — {—1,1},

y se tiene

3.3 Ejercicios

1.

Sea E un conjunto y sea f: E — P(F) una funcién cualquiera. Se define
A={acFE:a¢ f(a)}.

Demuestre que A no tiene pre-imagen bajo f, y que por lo tanto f no puede ser so-
breyectiva.

. Demuestre que la funcién identidad en A es la unica relacién binaria de A en A que es

reflexiva, simétrica y antisimétrica.

. Sea f:N — N x N definida por f(n) = (n,n+ 1). Es f sobreyectiva? inyectiva?

Sea f : E — B una funcién. En E se define la relaciéon R por: aRb < f(a) = f(b).
Muestre que R es de equivalencia. Describa las clases de equivalencia en los siguientes
casos:

(a) E=DB=17, f(x) = |z|.

(b) E =B =R, f(z) = [z] (parte entera de x).

(¢) E=B =R, f(x) =z — [z] (parte fraccionaria de x).
(d) E=B=7P(N), f(A) =An{1,2,3}.

. Sea f: N — N definida por f(n) = 2n, y sea g : N — N definida por:

g(n) = el menor primo que divide a n.

Halle (g o f) (n) para todo n € N.

. Resuelva el ejercicio anterior cambiando 2n por 3n, en la definicién de f.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Sif:A— Byg: B — C son inyectivas, muestre que go f es inyectiva. Haga lo mismo
con sobreyectivas.

.Sif:A— Byg:B — C son invertibles, muestre que g o f lo es, y que

(gof)y "t =fTtog™

. De las siguientes funciones de N en N, diga cuédles son inyectivas, halle el &mbito y diga

cudles son sobreyectivas.

(a) f(n)=n+5amb(f)=N\{0,1,2,3,4} # N

(b) g(n) =n paran <5,y g(n) =n—>5 paran > 5.
(c) h(n) =2 sines par, y h(n) = L si n es impar.
(d) f(n) =Tn.

(e) f(n)=n?+n+1.

Sea f : N — N definida por f(n) = n3 + 3n? + 40. Muestre que f es inyectiva.

Sea f : N — N definida por f(n) = n® — 3n? 4+ 40. Muestre que f no es inyectiva, pero
si se restringe el dominio a N*, la funcién resultante si es inyectiva.

Sea E # () y sea f : P(E) x P(E) — P(E) definida por f(A,B) = AUB. ;Es f
inyectiva? jsobreyectiva?

Sea f : P(N) — P(N) definida por f(A) = AU {0}. (Es f inyectiva? ;sobreyectiva?

Sea f : P(A) x P(B) — P(A x B) definida por f(X,Y) = X x Y. ;(Es f inyectiva?
jsobreyectiva?

En cada caso, halle el “dominio médximo” sobre el cual se puede definir una funcién
usando la férmula proporcionada:

) f(z)
) f(x)

¢) fz)=+/(DF + /2 (5—2),
) f@) = (-)"F 4+ 2z +Ta].
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16. Sea f: D — R definida por

(x4 1)(z+2)
Viel—z
donde D es el dominio maximo. Determine el mayor intervalo J C D tal que —5 € J.

VA4—x

17. Repita el ejercicio anterior, ahora con f(x) = EESIESE si se sabe que 3 € J.

flz) =

18. Para las siguientes funciones, determine inyectividad, sobreyectividad, crecimiento, ex-
istencia de la inversa. Justifique su respuesta, y halle la inversa cuando exista.
(a) f:R—R, f(z) =2 +1,
(b) f:R—[2,00[ f(z) =2®+2,
(¢) f:[0,00[=] —o00,1], f(z) =1 —a?
) f

(@) £ 110, 00[=10, o0, f(2) = -
(€) f 12,0011, 00, () = T,
(6) fiR—{0} = R, (&) = 1

(&) f:R— 0,00 f(z) =+ |2].
(h) f:R* = R* f(z) =2+ L.

19. Una funcién f : R — R se llama par si satisface: f(—x) = f(x), y se llama impar si

f(=x) = —f(z), para todo x € R. Diga cuéles de las siguientes funciones son pares o
impares:

(a) f:R—R, f(z) =22 +1

1

(0) J R~ R, ()=

(c) f:R—R, f(z)=2%+22

(d) f:R-R, f(z) = |z|

(e) f:R—R, f(z) =23+ 2z

24
® fiRR fo) = 5

20. Sean f g funciones de R en R. Demuestre que

a) Si son pares entonces f + g, O g son pares.
yg 9, J9%y g

(b) Si fy g son impares, entonces f + g y f o g son impares, mientras que fg es par.
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(c) Si f es par y g es impar, entonces f — g es par.

21. En este ejercicio usted se va a convencer de que la grifica de funcién f(z) = 22, tiene
la forma descrita en el ejemplo 3.2.6.

(a) Demuestre que para a < b se tiene

b\ 2 b
<a—|— ) <(a+b)<a+—a>+a2.
2 2
+b

b
Note que el lado izquierdo es f <a—2|—> , mientras que el lado derecho es g <a2> ,

donde g(z) = (a +b) (x — a) + a®. ;Cudl es la grifica de g?
(b) M4s generalmente, demuestre que f(z) < g(x), para a < x < b. Sug. g(x) —

f(x) = (b—2)(z —a).

(¢) Concluya que el segmento de recta que une los puntos (a,az) y (b, b2) estd por
encima de la gréfica de f.

22. Grafique la funcién f : [0,00[— [0,00], definida por f(xz) = y/z. Sug. Esta es la
inversa de g(z) = 22. Use esto para graficar las funciones dadas a continuacién, en sus
respectivos dominios:

) fi[— x + 2.
b) f:[3,00[= R, f(z) =Vz - 3.
(c) f:[-00,1[= R, f(z) \/17
(d) f:0

) [l

(a 2,00[= R, f(x)
(

OJ

d yoo[= R, f(x) =4+ .
(e 00,2[— R, f(ac) 3(1-v2-2).

23. En cada caso, grafique la funcién definida en R mediante la férmula dada.

(a) fz)=[2z+1] =3,

(b) f(z) =5~ (z—3)?

(©) f@) = [5— 42— a7,

(d) f(z)= |2® =3z +2| -3
(e) f(z)=|2? — 3z +2| —a?
(f) f(z) = |2 — 3z + 2| + 2?

24. Halle fogy go f, en sus respectivos dominios:

(a) f(z) =V, glx) =a? -1,
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(0) J() =~ o) =

(c) fz) =-2, g(z) =2° + 3% + 1,

Y

B _ 1 size@Q
@ fa) =lal glw) = { _} %2ET
Sea f:R —] — 1, 1[ definida por f(z) = % Demuestre que f estd bien definida;

2+ 1
es decir, que efectivamente f(x) €] — 1, 1] para cada = € R. Demuestre que f es una
biyeccién.

x
Repita el ejercicio anterior con f(x) = Tl
x

Sean f: A— Byg:B — Atales que (go f)(z) = x, Vx € A. Demuestre que f es
inyectiva y g es sobreyectiva.

Si f estd definida por
203 +1 siz <1

f(x):{ r+2 sixz>1
calcule f(0) + f (1) + f (2). Calcule ademds f (1 — f(2+ f(0))).
Sea f: R —{-b,b} — R, definida por

322 —a
T =%

., Qué condiciones deben satisfacer a y b para que yg = 2 pertenezca al rango de f?

Sea f una funcién de A en R, y sea ¢ es una constante. Se define cf : A — R por

(cf) (@) = cf (). Note que f—g = f+(—=1)g. Calcule f +g, 2f +3g, f —g, fg, L, en
sus respectivos dominios, para:

0) fl) =222 o) = L1

Sea F(x) = 2 + 3sen? (1 +3v4+ 7:(:3) . Determine las funciones: fi, fo, ..., fi0 tal que
F = fiofao..0 fi.

Sea f:R—Ryg:R—R. Determinar f+g, f-gy fogen los siguientes casos:

_JAx+3 siz <1 _
@ f@={ 5 RIS @
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3x+2 siz<0

(z) = 20 +1 sixz <0
bx+4 siz>0 " g Tl —x+2 six>0
r siz<O0 (x)— r+1 siz<-—1
2¢ siz >0~ g | 4z 44 siz> -1
22 six <0 (z) = —2241 siz<0
—z2 siz>0" g\r) = 2—1 siz>0

T siz < —1 9 .

. — 1 siz<O

3 —1<z< — 7+

T si '1_:1:_1 , g (x) {x2—1 Sz>0
20 —1 siz>1
—x siz<—1 T siz < —1
zt osi —1<x<1, g(x)= P si —1<z<1
T sixz>1 2¢ — 1 siz>1
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Capitulo 4

Los niimeros naturales

4.1 Introduccién

El estudio sistemdtico de los nimeros naturales puede hacerse por diferentes vias. Por ejem-
plo, haciendo la construccién mediante la teoria de conjuntos, o a través de una presentacién
axiomética, sustentada en los axiomas de Peano. Aqui se hard una presentacién mas informal,
buscando sobre todo aprovechar el conocimiento que el estudiante tiene, de las propiedades
bésicas de los nimeros naturales. La presentacién comienza enunciando el principio de in-
duccién, y tratando de familiarizar al lector con este principio, por medio de ejemplos y
la deduccién de otros resultados como consecuencia del mismo. El lector interesado en la
presentacion axiomadtica, puede consultar el apéndice.

4.2 El principio de induccién

4.2.1 Enunciado y ejemplos

La idea intuitiva del principio de induccién es que N es el menor conjunto que satisface:
(a) 0€ A
(b) Para todon € A se tienen+1 € A.

Un conjunto A se llama inductivo si satisface estas dos propiedades.

Principio de induccién
Si A es un subconjunto inductivo de N, entonces A = N.

En otras palabras, ningin subconjunto propio de N es inductivo. Como ya lo mencionamos,
nuestro primer objetivo es familiarizarnos con este principio. Los ejemplos que siguen per-
siguen ese objetivo.

89
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Ejemplo 4.2.1 Demostrar que 2™ > n + 1, para todo n € N.
La afirmacion quedard demostrada si comprobamos que el conjunto

A={neN:2">n+1}

es igual a N. De acuerdo con el principio de induccion, bastard con demostrar que dicho
conjunto es inductivo.

(a) En primer lugar, 0 € A puesto que 2° =1 >0+ 1.

(b) Ahora supongamos que n € A, esto es 2™ > n + 1. Entonces

Ml —2. 9" >9(n4+1)=2n+2>n+2=(n+1)+1,

lo que demuestra que n +1 € A.
Por el principio de induccion se concluye entonces que A = N. Consecuentemente, la de-
sigualdad es vdlida para todo n € N.

Ejemplo 4.2.2 Demostrar que para todo n € N se tiene

n(n—i—l).

0414 4n=——

Se trata de demostrar que el conjunto

A:{neN:0+---+nZW}

es igual a N. Usando el principio de induccion, es suficiente demostrar que el conjunto A es
inductivo.
(a) Para n =0, la suma del lado izquierdo solo tiene un término, y es igual a 0, mientras

que el lado derecho es % = 0. Entonces 0 € A.
(b) Sin e A, se tiene
1
2
y debemos demostrar que n+ 1 € A. Veamos:
O+---+(n+1) = O0+---+n)+(n+1)
+1
= 71(712)+(n+1)
~ onn+1)+2n+1)
B 2
B (n+1)(n+2)
= —

Esto demuestra que efectivamente n + 1 € A. Por el principio de induccion se concluye que
A =N, como se deseaba.
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Ejemplo 4.2.3 Demostrar que todo n € N tiene la forma 2k 6 2k + 1, para algin k € N.
Definimos el conjunto

A ={n € N :n tiene la forma 2k 6 2k + 1}.

Note que 0 € A, pues 0 = 2k, con k = 0. Entonces A satisface la propiedad (a). Por otro
lado, si n € A, entonces n tiene una de las dos formas 2k 6 2k + 1. Sin = 2k se sigue que
n+1=2k+ 1. Si por el contrario n tiene la forma 2k + 1, entonces n+1 = 2(k+ 1), donde
k+1 € N. En ambos casos concluimos que n+1 € A, asi que A satisface también la propiedad
(b). Luego A =N por el principio de induccion.

Nota: En la préctica, no se acostumbra definir el conjunto A explicitamente, sino que se
demuestra la propiedad planteada para n = 0, y luego se demuestra que si se cumple para n,
debe cumplirse para n + 1. Esta iltima parte se conoce como el paso inductivo.

Ejemplo 4.2.4 Demostrar que n + 5n es divisible por 6, para todo n € N.

En efecto, paran = 0 se tiene n® +5n = 0, el cual es divisible por 6. Para el paso inductivo,
se supone que m satisface la rpopiedad, lo cual quiere decir que n® 4+ 5n = 6k, para algin
k € N. Luego

(n+12+5n+1) = (n®+5n) +3n>+3n+6
= 6k+3n(n+1)+6
= 6(k+1)+3n(n+1).

Como n(n+ 1) es siempre par (;por qué?), se tiene que 3n(n+ 1) es maltiplo de 6, y con-
secuentemente (n +1)° +5(n + 1) es también maltiplo de 6.

4.2.2 Extensiones y consecuencias

El principio de induccién es también aplicable a propiedades que son véalidas a partir de cierto
valor de n. Veamos el siguiente resultado, que llamaremos induccidn truncada.

Lema 4.2.1 (Induccion truncada) Sea A CN, y sea N € N tales que
(a) N € A.

(b) Para todo n € A tal que n > N, se tiene n+ 1 € A.

Entonces A contiene todos los naturales a partir de N. Esto es:

{neN:n>N}CA.

Demostracién
Si N =0, el resultado es precisamente el principio de induccién.
Si N > 0 considere el conjunto

B=AU{0,1,...,N —1}.
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Entonces claramente B es inductivo, y por el principio de induccién se sigue que B = N.
Ahora, dado n € N tal que n > N, se tiene n € B —{0,1,..., N — 1}, lo que demuestra que
neA O

Los siguientes ejemplos hacen uso de este resultado.

Ejemplo 4.2.5 Demostrar que n + 3 < 2", para todo n > 3.
Nétese que la desigualdad es falsa para n < 3. Para n = 3 si es vdlida, pues tenemos
343 =06 < 23 =8. Ahora, si la desigualdad se cumple para cierto n > 3, tenemos n+3 < 2",
y luego

(n+1)+3=Mn+3)+1<2"+1<2" 42" =21

Esto demuestra que la desigualdad también se cumple para n + 1. Por el lema anterior, la
desigualdad es vélida para todo n > 3.

Ejemplo 4.2.6 Demostrar que n®> < 2", para todo n > 4.

Note que aunque la desigualdad es vdlida paran =1 yn = 2, no lo es para n = 3. Es de
esperarse entonces que para el paso inductivo se requiera usar el hecho que n > 4. Paran = 4
se tiene 42 = 16 = 24, asi que se cumple 4> < 2%,

Ahora supongamos que n? < 2" para algin n > 4. Entonces

ontl — 9. 9" > 92,

La desigualdad para n+ 1 quedard demostrada si demostramos que 2n? > (n+1)2, lo cual es
equivalente a n? —2n —1 > 0. Esto es cierto para n > 4, puesto que

n?—2n—1l=nn-2)—1>4-2—-1=7>0.
Esto demuestra entonces que 2n? > (n+ 1)2, y luego
2"l > 9p2 > (n +1)%

En algunos ejemplos, al demostrar que n + 1 € A, se debe hacer uso no sélo del hecho que
n € A, sino también de que n — 1 € A, o en general de que k € A para k < n. El siguiente
resultado permite hacer este tipo de razonamientos.

Lema 4.2.2 (Principio de induccion completa) Sea A C N que satisface las siguientes
propiedades:

1. 0 e A.

2. Si k € A para todo k < n, se sigue que n+ 1 € A.

FEntonces A = N.
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Demostracion
Se define el conjunto
B={neN:ke Aparatodok <n}.

Noétese que B C A, y por la propiedad 1 se tiene 0 € B. Por otro lado, supongamos que
n € B. Entonces por definicién tenemos que k € A para todo k < n, y por la propiedad 2 se
concluye que n 4+ 1 € A. Consecuentemente

k € A para todo k <n+1,

lo que significa n + 1 € B. Se ha demostrado entonces que B es inductivo, y por el principio
de induccién se sigue que B = N. Finalmente, dado que N = B C A C N, se concluye que
A=N.[

Ejemplo 4.2.7 Todo natural n > 2 tiene al menos un divisor primo.
Recordemos que los primos son los naturales que poseen exactamente dos divisores en N (el 1
y el nimero mismo), y en particular 1 no es primo. Procedamos usando induccion completa.

o Sin =2, entonces p =2 es divisor primo de n.

o Asumiendo que todo k € {2,...,n} tiene al menos un divisor primo, demostremos que
n + 1 también tiene al menos un divisor primo. Hay dos posibilidades:

Sin+1 es primo, entonces p=n+ 1 es un divisor primo de n + 1.

Sin+ 1 no es primo, entonces se puede escribir como
n+1l==k-I,

donde k es tal que 1 < k < n + 1. Como esto implica 2 < k < n, por la hipdtesis de
induccion completa se sigue que k tiene al menos un divisor primo p. Digamos k = p-m,
donde p es primo. Luego

n+l=%k-l=p-(ml),

ast que p es un divisor primo de n + 1.
Por el principio de induccion completa obtenemos el resultado.

Otra propiedad importante de los nimeros naturales es el principio del buen orden. Para
establecerlo necesitamos primero la siguiente definicién.

Definicién 4.2.1 Dado A C N, decimos que ng es el primer elemento de A si satisface:

1. ng € A.

2. ng <mn,Vn € A.
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Notese que de existir el primer elemento, este debe ser tnico. Note ademés que si 0 € A,
entonces 0 es el primer elemento de A.

Lema 4.2.3 (Principio del buen orden) Si A es un subconjunto no vacio de N, entonces
A tiene primer elemento.

Demostracién
Supongamos que A no tiene primer elemento, y definamos

B=N-A={neN:n¢A}.

Tenemos que 0 € B, pues de lo contrario 0 seria el primer elemento de A. Ahora, si k € B
para todo k < n, entonces n + 1 € B, pues de lo contrario n + 1 serfa el primer elemento de
A. Por el principio de induccién completa se sigue que B = N, y consecuentemente A = ().
Como esto contradice la hipétesis, A debe tener primer elemento. [J

Como una aplicacién de este hecho, demostremos el algoritmo de la divisiéon.
Lema 4.2.4 (Algoritmo de la division) Para a y b naturales, con b > 0, existen naturales

q y r tales que
a=bg+r, 0<r<hb

Demostracién
En efecto, considere el conjunto

A={n€N:n=a—bq, para algin q € N}.

Note que A # (), pues a € A (tomando ¢ = 0). Por el principio del buen orden, existe el
primer elemento de A, que denotaremos por r. Como r € A, existe ¢ € N tal que r = a — bq.
Ahora, si r no fuera menor que b, tendriamos r — b € N, pero r — b = a — b(q + 1), asi que
r — b seria elemento de A, contradiciendo el hecho que 7 es el primer elemento de A. Debe
tenerse entonces r < b. [J

Es un buen ejercicio para el lector, demostrar que ¢ y r son tnicos. El nimero q es el cociente
que se obtiene mediante la divisién euclideana de a por b, y r es el residuo respectivo.

Ejemplo 4.2.8 Sia =145 y b= 15, tenemos a =b-9+ 10, asi que g =9 y r = 10.

4.2.3 Definiciones por recurrencia

Muchas veces, para definir una funcién f : N — A, se hace uso implicito del principio de
induccién. Por ejemplo, cuando se define

a=a-a----- a (n veces),
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realmente se estd pensando en la definicién: a® = 1, a"*! = a™-a. Esto define a°, y asumiendo

que a”™ estd definido, permite definir a”*!. El principio de induccién garantiza que esta es
una buena definicién de la funcién

f:N—=R, f(n)=a".

En general, dado un conjunto A, un elemento a € A, y una funcién g : N x A — A, podemos
definir una funcién f : N — A mediante la férmula recurrente:

fQO)=a,  fn+1)=g(n f(n)). (4.1)
Usando el principio de induccién se puede demostrar el siguiente principio.

Principio de recurrencia
Con estas hipdtesis, existe una tinica funcién f : N — A que satisface la férmula recurrente

(4.1).
En lo que sigue hacemos uso de este principio. Para una demostracién de este principio, se
puede consultar el apéndice.

Ejemplo 4.2.9 (El factorial) Se define 0! =1, y para n € N se define
(n+1D!=(Mn+1) -nl

Tenemos entonces 1! = 1-0l = 1,2 =211 =2-1,3 =3-2-1, y en general n! =
n-(n—1)---3-2-1. Aqui se tiene g : N x N — N definida por g (n,z) = (n+ 1)z, a = 1.

Para familiarizarnos con esta definicién, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.2.10 Demostrar que 2" < n!, para todo n > 4.
Para n = 4 tenemos 2* = 16 < 24 = 41. Ahora supongamos que 2" < n! para algin n > 4.
Entonces

vl —2.9" < 2.pl<4-nl<(n+1)-n'=(n+1),

con lo que n + 1 también satisface la desigualdad. El principio de induccion truncada se
encarga del resto.

Ejemplo 4.2.11 Dada una funcion f : N — R, podemos definir la suma
Sp = f(0)+...+ f(n)

en forma recursiva:
So = f(0), Spt1=85n+ f(n+1).

Las funciones de dominio N se llaman sucesiones, y se acostumbra usar la notacion ap, = f(k).
La suma anterior se denota entonces

Sn=ag+ ...+ ap,
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y en forma mds resuminda
n
Sp = Z ak
k=0
(se lee: “suma desde k igual 0 hasta n de los ar”). Note que por definicion se tiene

n+1 n

E ap = § Qg + Gp41-
k=0 k=0

Si se comienza en 1 en vez de 0, se denota

n
Zak:a1+...+an.
k=1

Ejemplo 4.2.12 Un caso particular del ejemplo anterior es la suma del ejemplo 4.2.2:

~ n(n+1)
)
k=0

Ejemplo 4.2.13 Demostrar que para todo n € N se tiene

d kokl=(Mn+1)! -1
k=0

Para n = 0 la suma del lado izquierdo es 0 - 0! = 0, mientras que al lado derecho tenemos
(04 1)! =1 =0. Entonces la igualdad es vdlida para n = 0.
Supongamos que la igualdad es vdlida para n, y probémosla para n+ 1. Por definicion se tiene

n+1 n
Y kekl=> kK4 (n+1)- (n+1),
k=0 k=0
y por hipdtesis de induccion se sigue que
n+1
S kekl = (n+ D) =14 (n+1)-(n+1)
k=0

1+n+1)n+1-1
(n+2)(n+ 1) -1
(n+2)! —1.

Esto demuestra la igualdad para n + 1, y por el principio de induccion se sigue que es vdlida
para todo n € N.
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4.2.4 Sobre los conjuntos finitos

A menudo se usa la notacion
A=Aay,...,an} (4.2)

para expresar que el conjunto A es finito y tiene exactamente n elementos. En este caso
diremos que la cardinalidad de A es n, y denotaremos |A| = n. Para precisar esto mejor,
definimos Sop =0 y

Sp={keN:1<k<n}, paran>1.

Intuitivamente, A tiene n elementos si al contar sus elementos nos da n. Pero qué significa
contar en matematica? Cuando contamos, en realidad lo que hacemos es asociar los elementos
contados con los nimeros naturales, comenzando en orden desde n = 1. Diremos entonces que
A tiene n elementos si existe una funcién biyectiva f : S, — A, para algin n € A.Para darle
rigor a la definicién anterior, debemos sin embargo tomar ciertos cuidados. En particular, la
definicién no debe ser ambigua, esto es, debemos demostrar que no hay dos valores distintos
de n que satisfagan la definicién para el mismo conjunto. Para hacer eso, el concepto de
equipotencia es de gran ayuda.

Definicién 4.2.2 Decimos que el conjunto A es equipotente al conjunto B, si existe una
biyeccion f: A — B. En tal caso se escribe A ~ B.

“ ”

Es un buen ejercicio demostrar que la relacién “~” es de equivalencia. En particular es
simétrica, y entonces cuando A ~ B, podemos decir en forma simétrica que A y B son
equipotentes.

Ejemplo 4.2.14 El conjunto P de los naturales pares es equipotente a N. En efecto, con-
sidere la funcion
p:N=P, p(n)=2n

Le dejamos al lector la tarea de comprobar que ¢ es una biyeccion.

Ejemplo 4.2.15 FEl conjunto A ={2,4,6,...,40} es equipotente a Sag. Basta con ver que la
funcion f = Sag — A definida por f(n) = 2n, es biyectiva.

Los siguientes lemas nos permitirdan darle rigor a la definicién de conjunto finito.
Lema 4.2.5 Sia,b € A, entonces A —{a} ~ A —{b}.

Demostracién
Considere la funcién ¢ : A — {a} — A — {b} definida por

(z) = a siz=0»b
LS siz#b

Esta funcién es claramente biyectiva. [
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Lema 4.2.6 Si A~ B, a€ A, be B, entonces A— {a} ~ B — {b}.

Demostraciéon

Sea f : A — B una biyeccién. La funcién g : A—{a} — B—{f (a)} definida por g () = f (z)
es biyectiva (g es la restriccién de f). Entonces A — {a} ~ B — {f (a)}, y sabemos por el
lema anterior que B — {f (a)} ~ B — {b}. La transitivadad de la relacién de equipotencia se
encarga del resto. [J

Note que el tinico conjunto equipotente a (), es él mismo. Tomando B = S, y b = n en el
lema anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 4.2.7 Si A~ S, ya € A, entonces A — {a} ~ Sp_1.

Usando este resultado, no es dificil demostrar la unicidad de n en la siguiente definicién (ver
ejercicio 23).

Definicién 4.2.3 Un conjunto A se llama finito si es equipotente a algin Sy, con n € N.
En tal caso decimos ademds que A tiene n elementos, y escribimos |A| = n.

Teorema 4.1 Dado A C R finito y no vacio, existe un elemento en A que es mayor que
todos los demds. A tal elemento lo llamaremos el mdximo de A, y lo denotaremos por max A.

Demostracién

Procederemos usando induccién sobre n = |A|, veamos:

Sin =1, tenemos A = {a}, asi que max A = a.

Si el resultado es valido para n, consideremos un conjunto A con n + 1 elementos. Tomemos
a € Ay definamos B = A — {a}. Como |B| = n, la hipétesis de induccién dice que existe
b = max B. Ahora hay dos posibilidades:

Si a > b, entonces a = max A. En caso contrario tenemos b = max A. [

Un argumento similar demuestra que todo conjunto finito no vacio A, posee un minimo,
denotado por min A.

Ejemplo 4.2.16 Si A = {n2 nmeN, n< 7} , entonces min A = 0, max A = 36.

Definicién 4.2.4 Decimos que un conjunto A es infinito si no es finito. Es decir, si no
eriste n € N tal que A ~ S,,.

Teorema 4.2 N es infinito.
Demostracion

Por el teorema anterior, si N fuera finito existiria n = maxN. Pero como n+1 € N, se tendria
n + 1 < n, lo cual es contradictorio. Esto demuestra el resultado. []
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4.2.5 Ejercicios

1.

10.

Demuestre, usando el principio de induccién, que para cada n € N se tiene

1 1 1
I+ =4 b —=2——.
ot o

. Més generalmente, si  # 1, demuestre que para todo n € N se riene

1+7~+...+7~":1_7rn+1
1—r

. Use el ejercicio anterior para demostrar la identidad

a" —b" = (a—0b) (" +a" b+ ...+ "), (4.3)

para a,b € R, n € N. Concluya que si a,b € Ny a > b, entonces a’ — b™ es miiltiplo de
a—b.

Dmuestre las siguientes desigualdades usando induccién:

(a) 142" < 3" paran >1

(b) 1+2+%+...4+ 5 > ™2 paratodon €N

(c) 2" >n?+3n+7, paran > 6
)

(d) 2n — 3 <272 para todo n > 5.

. (Para cudles n es vilida la desigualdad n? + 3 < 2"? Demuestre su afirmacién.

. Demuestre que para n € N* se tiene 1 +3 4+ 5+ ... + (2n — 1) = n?. Use esto para

calcular 1 +3+5+...4+99.

Demuestre por induccién que f(z) = z" es estrictamente creciente en [0, oo, para todo
n € N.

. Resuelva el ejercicio anterior usando la identidad (4.3).

. Demuestre usando induccién, que si A tiene n elementos entonces P (A) tiene 2" ele-

mentos.

Demuestre cada una de las siguientes propiedades de dos formas: usando induccién, y
usando la identidad (4.3).

(a) Para cada n € N, 11" — 4™ es multiplo de 7
(b) Para cada n € N, 26" — 1 es muiltiplo de 9
(c) Para cada n € N, 52" — 1 es divisible por 8.
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11

12

13

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

A. Duarte & S. Cambronero

2n _ 2

(d) Para cada n € N, el polinomio x a“™ es divisible por x + a.

Utilice la identidad (4.3) para demostrar el teorema del factor: Sip (z) es un polinomio,
y p(a) = 0, entonces p (z) es divisible por x — a.

Demuestre que un nimero natural es divisible por 9 si, y solo si, la suma de sus digitos
lo es.

Demuestre que para cada n € N se tiene que

(a
(b
(
(

) 32" + 7 es divisible por 8
)
)
d) 7 +4-7"! 4+ 1 es divisible por 3
)
)
)
)

n® — n es divisible por 30

n3 —n es multiplo de 3

c
4-10"* 4 7.10" — 2 es divisible por 9
5" — 4n — 1 es divisible por 16 (n > 1).
n3 4+ (n+1)> + (n + 2)? es divisible por 9.
4™ + 15n — 1 es divisible por 9 (n > 1).

(e
(f
(g
(h

Demuestre que n? + 3n + 1 es impar para todo n € N.

Para x > 0, use el principio del buen orden para demostrar que existe n € N tal que
n <z <n+1 (tal n se llama la parte entera de x).

Demuestre el principio de induccién, usando el principio del buen orden.

Un conjunto A C Z se llama acotado superiormente si existe m € Z tal que n < m
para todo n € A. Demuestre que todo subconjunto de Z, acotado superiormente, tiene
maximo.

Usando la definicién, y el principio de induccién, demuestre que para m,n € N y
a,b € R* se tiene

ama” = am—&—n’ (ab)n — anbn, (an)m = ™",
Demuestre usando el principio de induccién que para todo n € N se tiene:

n n 2
B =2+ 1)2n+1 K=+ 1)
kZO s(n+1)2n+1), kZO T+ 1)

Use induccién para demostrar que todo n € N tiene una de las tres formas 3k, 3k + 1,
o03k+ 2, con keN.
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21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

101

. Use induccién completa para demostrar que todo n € N tiene la forma 2P[, donde p € N

y [ es impar.

Demuestre que esta relacién es de equivalencia.

Demuestre que si S, ~ Sy, entonces n = m.

elementos. Se escribe |A| = |B|.

Sea E un conjunto. En P(FE) definimos la relaciéon: A ~ B sii A y B son equipotentes.

Si A y B son finitos y equipotentes, demuestre que A y B tienen la misma cantidad de

Si A es tal que existe una funcién inyectiva f : A — S, (algin n € N), demuestre

que A es finito, y que |A| < n. Sug. Considere el primer elemento del conjunto

{k € N : existe f : A — Sj inyectiva} .

entonces B es finito y |B| < |A].

Si A es finito y B C A, entonces B es finito y |B| < |4].

demuestre su validez.

Demuestre que n! > v/n - 2 para todo natural n > 3.

(a+b)" < 2" (a" + b") .

Recuerde que (a™ — b") (a — b) > 0.

Demuestre que para todo natural positivo, se cumple
1 n 1 P 1 _q 1
1.2 23 777 " npm+1) a4+l
Concluya que
! + ! +...+ ! <1
1-2 2.3 77 nan+l)

Si A es infinito y n € N, muestre que no existe una funcién inyectiva f : A — S,,.

Demuestre que si existe una inyeccién f : N — A, entonces A es infinito.

Sean a, b dos nimeros reales positivos, y sea n un natural. Demuestre que

Use el ejercicio anterior para demostrar que si A es finito y existe f : B — A inyectiva,

Considere la suma S, = 2+ 4 + ... 4+ 2n. Encuentre una férmula para esta suma, y

Demuestre que para cualquier x > —1, y cualquier natural n > 1, se cumple (1 + z)" >
1+ nz. Esta desigualdad se conoce como Desigualdad de Bernoulli.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Demuestre que para todo natural positivo, se cumple
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1 L 1 + n 1 _on
1-3° 3. T @2n-1)(2n+1)  2n+1°
Demuestre que para todo natural positivo, se cumple
2
n(n®—1
1-2—1—2-3+...+(n—1)n:(3).
Demuestre que para x # 1 y n > 1 se tiene
n i x2n+1 -1
142%) = .
H( tr z—1

1=0

Demuestre que para n > 2, la media geométrica de n ntimeros reales positivos, es menor
que la media aritmética. Es decir, si z1,...,z, son nimeros reales positivos, entonces

Vri1xe ... 2y <

n

Si r # 1, demuestre que para todo n € N* se tiene

rx1+ ...+

Tn

zn:k: p1 1= (n+1)r" 4 et
T =

(1—r)

Demuestre que para n € N* se tiene

Zk 3k = 3”(2n—1)+1]

Demuestre que paran € N, n > 1 se tiene
P
k:l\/E

Para n € N positivo demuestre que

n

k+2 1
> i m
k(k+1)28 ~ ~ 27(n

1)

Sea a, = f(n), donde f es una sucesién. Demuestre usando induccién que para cada

n € N se tiene
n

> (ak — app1) = ao — an

k=0

+1-

A las sumas de este tipo se les llama sumas telescépicas. Use lo anterior para calcular

z”:(\/%_\/m) Zn:k(

k=0 k=1

1

k+1)
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4.3 Sistemas de numeracion

De idéntica manera al espafol, en donde todas las palabras se escriben con un nimero finito
de simbolos (las veinte y tantas letras del alfabeto), en matemética es posible escribir todos
los nimeros con un nimero finito de simbolos.

El rapido progreso experimentado en los iltimos afos en el uso de las computadoras y
maquinas similares, ha hecho que las bien conocidas reglas de la aritmética del sistema decimal
devengan insuficientes. Particularmente, este auge ha llevado inevitablemente a la adopcion,
entre otros, del sistema binario de numeracion.

Histéricamente, el hombre siempre tuvo la necesidad de buscar simbolos que le sirvieran
para representar nimeros. Desde luego que en un principio se utilizaron simbolos muy sen-
cillos: dibujos, marcas u otros. Es justo decir, que inclusive algunos de estos métodos de
representacién se han conservado hasta hace relativamente poco tiempo.

Diferentes culturas han utilizado diversos conjuntos de simbolos para representar los nimeros.
Por ejemplo, los babilonios utilizaron el sistema cuneiforme, los egipcios recurrieron a los
jeroglificos, los griegos hicieron uso del alfabeto y por tltimo el muy conocido sistema ro-
mano de numeracién. Un estudio detallado de estos sistemas, revela que los aspectos mas
importantes a sefialar son: la base utilizada, la falta de un simbolo para denotar el cero y la
falta total o uso muy limitado de la idea de valor de posicién.

Por ejemplo, el sistema romano de numeracién usaba simbolos como: I, V, X, L, C, D,
M, mientras que en el sistema hindu-ardbico, que es el utilizado actualmente, los simbolos
anteriores correponden a: 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000.

El sistema utilizado por nosotros, conocido como hindu-ardabico debido a su origen, utiliza diez
simbolos para representar los nimeros: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. La utilizacién de diez simbolos,
le ha ganado el nombre de sistema decimal. En este sistema, cuando escribimos un nimero, los
simbolos o digitos se colocan en diferentes posiciones y se le asigna un valor a cada posicién: la
de la extrema derecha, representa las unidades; la segunda representa las decenas; la tercera
representa los centenas; la cuarta las unidades de millar; la quinta las decenas de millar; y
asi sucesivamente.

Antes de entrar propiamente en el problema de la representacién de los nimeros en una base
cualquiera, y efectuar operaciones aritméticas con dichas representaciones, vamos a presentar
algunos resultados preliminares sobre el algoritmo de la divisién euclideana. Este constituye
el fundamento tedrico para realizar las representaciones antes mencionadas, y en particular
la tan familiar representaciéon de un nimero en la base diez.

El lector posiblemente esté tan familiarizado con el sistema de numeracién en base diez, que
nunca ha sentido la necesidad de preguntarse si serd posible trabajar con otras bases. En
esta seccién demostraremos que lo mismo que se hace en el sistema decimal se puede hacer
con cualquier base b > 1.
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4.3.1 Un poco sobre la divisién euclideana
Recordemos que por el lema 4.2.4, dados a y b nimeros naturales, existen niimeros naturales
q y r tales que

a=bg+r, 0<r<hb

Este proceso de hallar ¢ y 7, se llama la divisién euclideana o algoritmo de la divisién. Los
nimeros ¢ y r reciben el nombre de cociente y residuo respectivamente, y son tunicos, de
acuerdo con el teorema 4.3. ;Se acuerda de la escuela primaria?

Ejemplo 4.3.1 Sia =145 y b= 15, tenemos a =b-9+ 10, asi que g =9 y r = 10.
Ejemplo 4.3.2 Sia=177 yb= 14, se tienea=0-124+9, 0 <9 < 14.
Ejemplo 4.3.3 154=14-11+0,0<0 < 14.
La unicidad de ¢ y r la enunciamos y demostramos a continuacion.
Teorema 4.3 Sean a,b € N, con b > 0. Los nimeros q, r € N tales que
a=bg+r, 0<r<hb,
s0m Unicos.

Demostracién
Suponga que tenemos dos pares (¢,7) y (¢',r') tales que

a=bg+r=0b¢+7r,y0<r<b 0<r <b.

Sin perder generalidad podemos suponer que 7' < r. Entonces bg +r — 1’ = bq’, lo que
demuestra que bg < bq’, y luego q < ¢'. Ahora, si ¢ < ¢/, se tendria ¢ — ¢ > 1, de donde
b(q¢—q) > b, esto es

b<b(d—q)=r—r'<r<b.

Esta contradicciéon demuestra que ¢ = ¢, y luego /' = r. O

4.3.2 Bases de numeracion

., Cémo escribir un nimero dado en un sistema de nimeraciéon de base b?
Para fijar ideas, pensemos por un momento en el caso del sistema de numeracién de base diez
o sistema decimal. Por ejemplo:

4705 = 4-1034+7-102+0-10+ 5,
4806 = 4-10°+8-102+0-10+ 6,
36 = 3-104+6.
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Es decir, los nimeros estdn representados por medio de potencias de 10. Es importante
hacer notar, que en el sistema decimal se utilizan los simbolos: 0,1, 2,...,9 para representar
cualquier nimero.

De manera andloga, cualquier otro nimero mayor que la unidad puede tomarse como base
de un sistema de numeracion; asf si 7 es la base, un nimero expresado por 2453 representa
el nimero 2- 73 +4-72 4 5.7+ 3. En este sistema no existe ningtin digito mayor que 6.

De manera general, en un sistema de numeracién de base b, para representar los nimeros se
utilizan b simbolos. Aqui, b es cualquier natural mayor que 1.

Debe entenderse que, los simbolos o digitos escogidos representan los primeros b nimeros
naturales, ordenados en sentido creciente.

0<l<2<3<...<b—-1.

Consideremos ahora un nimero natural cualquiera N.

1. Si N < b, existe un simbolo para representarlo. Por ejenplo supongamos que la base es
b=28,y N =5. En este caso, el conjunto de simbolos que utilizamos es {0,1,2,...,7},
y claramente N = 5 es uno de ellos.

2. Si N > b, podemos utilizar la divisién euclideana de N por b, con lo cual obtenemos
N:ql-b+7‘g; O§T0<b, ql;éO.

Observe que como 1o < b, entonces se puede representar con alguno de los simbolos del
sistema.

Si g1 < b, también se podra representar por uno de los simbolos del sistema. FEn este
caso:

N = q1b + 7o,

y se usa la notacién N = (q179), como represetacion del nimero N en el sistema de
base b.

Ejemplo 4.3.4 En el sistema decimal, N = 27 significa: N =2-10+ 7.
Ejemplo 4.3.5 En el sistema de numeracion de base 3, N = (21)3 significa: N =2-3+ 1.

La pregunta natural es: ;Qué pasa si g1 > b? En este caso, aplicaremos el algoritmo de la
divisién a g1 y b. En caso de ser necesario, se procede similarmente hasta obtener un cociente
qn que sea estrictamente menor que b.

En el caso en que se requiera efectuar la divisién euclideana de manera reiterada, se obtiene
un esquema como el siguiente:
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N = q1b+ 7o 0<rg<hb, @n#0, q>b
b| ¢ =q@b+m 0<ri <b, @ #0, g@>b

v | g =q3b+ 1o 0<re <0, 3#0, g3>b

b2 Gn—2 =qn-1b+rp_2 0<r, 2<b, g1 7é 0, qu-12>0

bt -1 = qub+101 0<r,_1<b, @ ?é 0, gn<b.
Observe que multiplicando cada una de las igualdades por el entero indicado a la izquierda
de la linea, se obtiene:

@b = q2b®* +r1b
Rb* = q3b® 4 rob?
Bb® = q4b4 + r3b?

Qn—an_g = Qn—lbn_l + Tn—an_2
anlbn_l = gpb" + Tnflbn_la

y sumdandolas, resulta:

@b+qab* +. A Gn10" T = (qeb? . A1 @b (bbb b b R, 0.

Nétese que la expresion gab®+. .. +¢,_ 10"~ aparece a ambos lados de la igualdad, y entonces
cancelando se obtiene:

q1b = qub" +711b 4 rob® + . Ay b

Ahora, recordemos que N = ¢1b + ¢, es decir

N —_ 7‘0 = qlb = qnbn + ’]”n_lbnil + PRFN + le

Despejando N obtenemos

N =g b" +rp 10" 1+ .. . +rb+r.
Por convencién escribimos
N = (gnTn—1Tn—2...7170)} -

Observe que los nimeros ¢, 7n—1,7n—2,-..,70 Son menores que b, y por lo tanto son repre-
sentables por uno de los simbolos del sistema.

Ejemplo 4.3.6 FEn el sistema de numeracidon de base 4, que tiene como simbolos 0,1,2, 3, el
simbolo (2011)4 representa el nimero

N=2-4"40-44+1-4+1=133.
En otras palabras, N = (2011), = (133);, -
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Ejemplo 4.3.7 En el sistema de numeracion de base de 7, el nimero expresado por (2453),
es
N=2-7+4+4.-7+5-7+3,

o0 sea que (2453), = (920),,. En este sistema no existe ningun digito mayor que 6.

Ejemplo 4.3.8 Cuando b = 10 obtenemos la representacion decimal usual, a la cual todos
estamos acostumbrados. Los digitos son 0,1,2,...,9. Por ejemplo, 345 = 3-10>+4-10+5 =
(345), - Desde luego, sequiremos con la costumbre de omitir el simbolo (-);, en este caso.

Ejemplo 4.3.9 Dado el nimero N = 53 (en base diez), para representarlo en base 4 apli-
camos el algoritmo de la division repetidamente, obteniendo

53 =13-4+1, q =13, =1
13=3-4+1, @ =3, rn=1

Como g2 = 3 < 4, paramos en este punto. Luego 53 = (311)4.

Ejemplo 4.3.10 Para expresar N = 100 en base 2, podemos dividir sucesivamente por 2.
Sin embargo, es mds rapido usar las potencias de 2 directamente: La mayor potencia de 2
que no excede a n = 100 es 26 = 64, y dividiendo obtenemos:

100 =1-64+36 = 1-2° + 36.
Haciendo lo mismo con 36 en vez de 100 obtenemos
36=1-32+4=1-2°+22
de donde 100 =126 +1-2% + 122 = (1100100),, .
Comentarios

e Como los valores rg,q1,71,qs2 - .. se van obteniendo de manera tnica, al hacer las divi-
siones sucesivas, la representacién que se obtiene para el niimero N, en un sistema de
numeracién de base b, es tnica.

e En un sistema de numeracién de base b, se tiene que b = 1-b+ 0 = (10),. Asi, no
importa cudl sea la base b, se obtiene que

N =gurp-1...70 = g - (10)§ + 1 - (10);7 + -~ +70.
Ejemplo 4.3.11 Representar 475 en base 8

N = 475 =59-84+43=¢q1-8+ 19
qun = H9=T7T-84+3=¢q -8+11.

Se observa que en la sequnda division euclideana se obtiene g = 7 < 8. Luego: 475 = (733)s.
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Ejemplo 4.3.12 Escribir 325 en base 8. Efectuando la division de 325 por 8 obtenemos:
325 =40-8+5,
luego dividimos 40 por 8 obteniendo 40 =5 -8 + 0. Entonces
325=40-84+5=5-82+5,
lo que significa que 325 = [505], .
Ejemplo 4.3.13 Representar 475 en base 2
475 =237-2+41 29=14-2+1
237=118-2+1 14=7-240
118 =59-240 7T=3-24+1
59=29-2+41 3=1-2+1.
Luego 475 = (111 011 011),.

Ejemplo 4.3.14 Escribir 1000 en base 2. Veamos:

1000 = 500-2+0, 31 =15-2+41,
500 = 250-2+0, 15 =7-24+1,
250 = 125.-240, 7T =3-241
125 = 62-2+1, 3 =1-2+41.
62 = 31-2+0,

Luego 1000 = (1111101000), . También aqui puede procederse como en el ejemplo de N = 100,
si recordamos bien las potencias de 2 :

1000 = 512+ 488

29 4+ 256 + 232

= 29428 4+ 128 +104

29 + 28 4 27 4 64 4 40

29 428 42T 126 132438
= 29428497 4264954 93

Para una base cualquiera b, hay algunos enteros cuya representacién resulta muy sencilla. Veamos:
e b= (10),
e b2 = (100),

e b* = (10 000),.
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En general, b" se representa, en base b, como un 1 seguido de n ceros. En particular

57 = (10000000)5, (16)® = (1000)16 = 4096 = 2'% = (1000000000000)>.

Nota: Sean N y n dos enteros positivos, note que

n—1 n—1 n—1
DRI S B
k=0 k=0 k=0
= (N+ N2+ N34 ...+ N" 14 NY) - (1+N+N2 ...+ N
= N"—1.
Es decir .
e
N"—1=> (N -1)N~
k=0

Por lo tanto, la representacién del entero N™ — 1, en base N es
N'—1=(00...0)y (4.4)
donde 6 (que representa a N —1) aparece n veces. Veamos algunos ejemplos de este resultado.

Ejemplo 4.3.15 Tome b=15 yn = 7. Entonces 5" — 1 = (4 444 444)5 (aqui 0 es el simbolo
4).

Ejemplo 4.3.16 Tome b= 8 yn = 6, entonces: 8 — 1 = (777 777)s (aqui § es 7).

{Qué pasa cuando b > 107

Consideremos el caso b = 16 (sistema de numeracién en base 16 ), en este caso escogemos
los simbolos:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.

Es decir, usamos las letras A, B, C, D, E y F para representar los enteros 10,11,12,13,14 y
15, respectivamente.

Ejemplo 4.3.17 32 = (20),4, 79 = (4F) 4, (2EC1);4 = 2-163+14-1624+12-16+1 = 11 969.
Ejemplo 4.3.18 FEscribir 506 en base 16. Dividiendo sucesivamente obtenemos:

506 = 31-16+ 10,
31 = 1-16+ 15,

de donde
506 = (1FA)4 -
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Ejemplo 4.3.19 Nétese que 718 =2 - 162 + 12 - 16 + 14, por lo tanto
718 = (2CE)1s.
Ejemplo 4.3.20 Tomando N =16 yn =9, en la formula (4.4) se tiene que
(16) —1 = (FFFFFFFFF),

aqui 0 es el simbolo F.

4.3.3 jDe vuelta a la ninez!

Seguidamente, vamos a recordar la escuela primaria haciendo un poco de aritmética. Las
operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicacién y divisién tienen las mismas reglas en
cualquier base. La idea es partir del conocimiento que se tiene de estas operaciones en la base
10 y utilizarlas para operar en cualquier otro sistema de numeracién. Es muy importante,
eso si, tener cuidado de utilizar correctamente las tablas de adicién y multiplicacién en la
base correspondiente.

Comencemos con algunos ejemplos en base 2 (sistema binario). Las tablas de la suma y de
la multiplicacién en base 2 son las siguientes:

+10]1 101
0101 0[0]0}|
111110 11071

Ejemplo 4.3.21 Efectuar la siguiente suma: (10011111), 4+ (11011101), . Veamos:

10 0 1 1 1 1 1
+ 1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 0

Explicacion: Primero sumamos las unidades 1 + 1 = 10, colocamos el 0 y llevamos el 1 a
la sequnda columna. En la sequnda columna obtenemos que 1+ 1+ 0 = 10, colocamos el cero
y llevamos el 1 a la tercera columna, donde queda 1+ 1+ 1 = 11, colocamos 1 y llevamos 1
a la cuarta columna. Se continida de es manera hasta llegar a la dltima columna.

Ejemplo 4.3.22 Efectuar la resta siguiente (110001110), — (11011101), :

1 1.0 001 1 1 O
-1 10 1 1 1 0 1
1 011 0 0 0 1

Ezxplicacion: Como en la primera columna aparece 0—1, tomamos “prestada” una “decena”
de la sequnda columna para obtener 10 — 1 = 1. En la segunda columna queda entonces
0—0=0. En la quinta columna se hace el mismo trato con la sexta, que a su vez debe pedir
prestado a la sétima, y esta a la octava.
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Ejemplo 4.3.23 Representar N = 1000 en base dos. Este ejemplo lo presentamos antes en
forma directa. Podemos sin embargo hacerlo restando, dado que

1000 = 1024 —24 =2'0 — (24 4 2%)

= (10000000000), — (11000), = (1111101000)., .

El lector puede realizar la resta indicada.

En base ocho, las tablas de la suma y la multiplicacién son las siguientes. Invitamos al lector

a comprobarlo:

+| 1123 |4|5]|6]|7 1112134567
112134516710 1712|345 |67
213|415 |6 |7 10|11 212|416 |10]|12|14]16
314|516 |7 |1011]12 3136 (1114|1722 25
415 |6 |7 |10|11]12]|13 4141101420 24|30 34
516 | 7 |10 11 12|13 | 14 51512 |17 |1 24| 31| 36|43
6 | 71011 (12|13 |14 | 15 66|14 (22]30]| 36|44 | 52
711011 12| 13|14 | 15| 16 7171162534 |43 |52 61
Ejemplo 4.3.24 Calcular (6733)s + (14 525)g :
+ 6 7 38 3
1 4 5 2 5
2 8 4 6
Ejemplo 4.3.25 Calcular (51026)g — (32137)g :
5 1 0 2 6
3 2 1 58 7
1 6 06
Ejemplo 4.3.26 Calcular el producto (733)s - (125)s :
7 8 8
1 2 5
5 0
1 6 6
7 3
6 6 7
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Para el siguiente ejemplo, utilizamos las tablas de la suma y la muliplicacién en base 16. Para
el caso de la suma, bastard con la siguiente. Invitamos al lector a completarla.

+| 1} 2| 3| 4/5/6|7, 8] 9/A|B|C| D| E| F
5/ 6 7] 8/ 9/A|B|C|D|E| F|10|11| 12| 13| 14
6| 7| 8] 9| A C|/D| E| F|10|11 12| 13| 14| 15
71 8] 9] A| B E| F|10]|11 |12 |13 | 14| 15| 16
81 9| A| B| C 101111213 14| 15| 16 | 17
9] A B C| D 12 113 |14 | 15| 16 | 17| 18
Al B| C|D|E 1411516 | 17| 18| 19
B/ C|D|E|F 16 | 17 | 18 | 19 | 1A
C|D| E| F|10 18| 19| 1A | 1B
D| E| F|10] 11 1A | 1B | 1C
E| F|10| 11|12 1C | 1D
F|l10] 11|12 |13 1E

En el caso del producto, incluiremos un poco mas de filas:

1C | 23 | 2A | 31
18] 20| 28| 30| 38|40
12| 1B | 24| 2D | 36 | 3F | 48 | 51
1E | 28 32 | 3C | 46 | 50 | bA | 64
16 | 21| 2C | 37| 42 | 4D | 58 | 63 | 6E | 79
18 24| 30| 3C | 48| 54 160 | 6C | 78 | 84| 90
1A | 27| 34| 41 | 4E | 5B |68 | 75| 82 | 8F | 9C | A9
1C | 2A | 38| 46| 54| 62 |70 | 7TE | 8C | 9A | A8 | B6 | C4
1E | 2D | 3C | 4B |5A | 69 |78 | 87| 96 | A5 | B4 | C3 | D2 | El

2 3 4 ) 6 71 8 9| A| B| C| D| E| F
4

6 9

8| C| 10

Al F| 14| 19

C| 12| 18| 1E | 24

E| 15

0

o = O Q| T | o oo 1| o o] x| wo| rof .
—
o~

Ejemplo 4.3.27 Efectuar el producto indicado: (TA3)16 - (82C)16

[ o

A
2
A

6

D g [ X
QOOO‘RUUOO\}

S
BN
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(7A3)16 - (82C)16 = (3E6804)1

4.3.4 Algunos comentarios adicionales

Recordemos que para cualquier base b > 1, se tiene que b = (10), Por lo tanto si N =
(gnrr—1...7)p, entonces N también se puede escribir como

N = (gn10" +7,_110" ' + ...+ 7110+ 70), -

Por otro lado, si p < n se tiene

N = (qnb" + Tn_lbnil +...+ T'pbp) + (Tp_lbpil +...+ 7’2b2 +rb+ 7“0)
= (gub" P+ 1 b"PT )P+ R,

donde

R = (T‘p,1 . -TlTO)b-
Observe que 0 < R < bP, y por lo tanto R es el residuo de la divisién euclideana de N por
bP, y el cociente sera
Q=qb" P 4r, VP 4 Tp = (GnTn—1---Tp)p

Lo anterior, se puede resumir en el siguiente resultado:

Teorema 4.4 FEl resto de la division euclideana de N por bP, en la base b, es el nimero
formado por las p cifras de la derecha de la representacion de N en base b. El cociente es el
numero formado por las n — p cifras de la izquierda.

Ejemplo 4.3.28 Sea N = (200 121 222)3. Entonces, al hacer la division euclideana de N
por 3%, se obtiene que:

Q = (20012)3 : cociente
R =(1222)3: residuo.

Anteriormente, se discutié qué pasaba cuando la base b era mayor o igual a 10. Por ejemplo,
si queremos expresar cantidades en la base 12 debemos elegir doce sfmbolos.

Ejemplo 4.3.29 Sea N = (498A7B4),,, donde A representa al 10 y B al 11. Al dividir N
por 12° obtenemos cociente (49),, y resto (8ATB4),, .
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4.3.5 Algoritmos de cdlculo

En esta seccién explicaremos el por qué de las técnicas que se usan en la escuela primaria
para realizar las operaciones bédsicas. Tener estas técnicas bien claras, es algo fundamental
para un docente de secundaria, pues de lo contrario no tendrd méas que ensenar “recetas” a
sus estudiantes.

Consideramos una base b > 1 fija, y omitiremos el stmbolo (-), para simplificar notacion.

La suma

Comencemos con un ejemplo en base 10. Queremos hacer la suma 6274+ 928, asi que primero
agrupamos de acuerdo con las potencias de 10 que aparecen:

6274 +928 = 6-10°+(2+9)- 10> + (7 +2) - 10 + (4 +8)
6-10°+ (24+9)-10% + (7+2) - 10 + 12.

El agrupar en potencias iguales de 10 corresponde a ubicar los niimeros, uno debajo del otro,
de modo que las unidades, decenas, etc, queden alineadas en columnas:

6 2 7 4
+ 9 2 8

Como 12 no es uno de los digitos, escribimos 12 = 10 + 2, y entonces
6274 +928 =6-10° + (24+9) - 10 + (7T +2+1) - 10 4 2.

Esto corresponde a colocar el 2 en la casilla de las unidades, y “llevar” el 1 a la de las decenas:

CEEN g

6 2 4
+ 9 8
2

Luego

6274 +928 = 6-10°+(2+9)-10*+10-10+2
6-10°+ (24+941)-10°+0-10+2,

lo cual es equivalente a colocar el 0 en la casilla de las decenas, y llevar el 1 a la de las
centenas:

+ o
© o =

=Tl REN I
o
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Finalmente

6274 +928 = 6-10°+12-102+0-10 +2
(6+1)-103+2-10°+0-10+2
= 7202,

lo cual se ve asi:

1 1

2 7 4
9 2 8
2 0 2

\I_*_o;h

En general, consideremos dos nimeros M y N que en base b se representan por:
M =pm...po, N=¢n-..q.

Tenemos entonces M = p, - 0™ + ...+ po, vy N = @ - 10™ + ... + qo. Al sumar M + N se
hace uso de las propiedades de la suma (conmutatividad, asociatividad, etc.). Tenemos

M+ N = (pmnb™ 4+ ...+ p1b) + (¢gnd™ + ... + q@1b) + po + qo.

Si po + qo < b, tenemos que rg = pg + qo es el digito de las unidades de M + N. En caso
contrario tenemos pg + qo = b + ¢, donde 0 < ¢ < b, y tomamos g = ¢. Obtenemos

M+ N = (pnb™ + ...+ pab?) + (gmb™ + ... +@20%) + (1 +p1 +q1) b+ 7o,

Nétese que pg + qo se representa en base b como (1rg), , ¥ lo que hicimos equivale a colocar
ro en la primera columna a la derecha, y llevar el 1 a la segunda:

1

b2 P1 Do
+ ... @2 @ Q
70

Luego hacemos el mismo anélisis con 1 + p1 + q1, y asf continuamos hasta llegar a la dltima
columna. El algoritmo se puede generalizar a mds sumandos, con la direrencia que el digito
a “llevar” puede ser mayor que 1.

Ejemplo 4.3.30 En base 8, sumar 3245 + 467 + 674 4+ 56. Primero ubiquemos los nimeros

3 4

(@23 SN N
S = = Ot

6
7
)
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Usando la tabla de la suma en base 8 tenemos que 5+7+4+6 = 26. Ponemos el 6 y llevamos
el 2 a la siguiente columna. Luego hacemos 2+4+6+7+5 = 30, ponemos el 0 en la sequnda
columna, y llevamos el 3 a la tercera. Es esta columna queda 3+ 2+4+6 = 17, y en la
cuarta nos que 1 4+ 3 = 4.

= | 4+ w
L3 O =
S = Ut

La resta

Repasemos lo que uno hace en base 10. Cuando se quiere restar dos nimeros naturales, lo ideal
serfa que todos los digitos del primero sean mayores que los correspondientes del segundo.
Por ejemplo, al efectuar la resta 6894 — 5472, simplemente se resta digito a digito, obteniendo
1422. Dado que en general la situacién no es tan facil, hay que “pedir prestado”. Pero, ;qué
significa esto? Por ejemplo, en la resta 385 — 29 escribimos

385 -29=3-102+8-10+5—(2-10+9).
Como no podemos hacer 5 — 9, entonces escribimos
385-29 = 3-10°+7-10+15—(2-10+9)
= 3-102+7-10—-2-10+6.

Esto es lo que uno expresa diciendo que “el 5 le pide prestado al 8”. El resto de la operacién
es simple en este caso. La situacién puede complicarse un poquito, como por ejemplo en
4253 — 367, veamos:

4253 —367 = 4-10°+2-10°+5-10+3— (3-10°+6-10+7)
= 4-10°4(2-3)- 102+ (5—-6)- 10+ (3 —7)
= 3-10°+(12-3)-102°+(5-6)-10+ (3 —7)
= 3-10°+ (11 —3)-10* + (15— 6) - 10+ (3 —7)
= 3-10°4+ (11 -3)-10% + (14— 6) - 10+ (13 - 7)
= 3886.

Nétese que el 3 debe pedir prestado al 5, el cual primero debe recurrir al 2 por ayuda, y este
dltimo al 4.

4

2 3 11 15 3 3 11 14 3
- 3

— —

5 3
- 3 6 7 - 3 6 7 - 3 6 7
3 8 8 6

5 3
—
6 7
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Este es el mismo argumento que se utiliza en general, y no vale la pena ensuciar la presentacién
con una demostracién rigurosa. Mejor veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.3.31 Realizar la resta 3512 — 3477, en base 8 :

3 5 1 2 3 4 1 2 3 4 .0 12 3 4 0 2
— — —

- 3 4 77 - 3 4 7 7 - 3 4 7 7 - 34 7 7

00 1 3

La multiplicacién
Dejamos al lector la tarea de hacer un anélisis similar para el algoritmo de la multiplicacién,
tomando casos simples como el ejemplo 4.3.26.
La divisién
Empecemos con un ejemplo simple: Tratemos de dividir 659 entre 26. Tenemos
659 = 65-10+9=(26-24+13)-10+9

26-20+139=26-20+ (26-5+9)
= 26-25+09.

. Qué hicimos? Primero tomamos los dos primeros digitos: 65, y dividimos por 26, obteniendo
cociente 2 y resto 13. Luego “bajamos el 9” obteniendo 139, y dividimos este niimero por 26,
obteniendo cociente 5 y resto 9. El 5 se coloca junto al 2 para obtener el cociente general 25.

6 5 9 |26

- 5 2 25
1 39
- 130
9

En la préctica se pueden presentar situaciones especiales. Por ejemplo, en 2546 - 34 se deben
tomar los tres primeros digitos en vez de dos, dado que 25 es menor que 34, pero el principio
es el mismo:

2546 = 254-10+6=(34-7+16)-10+6
= 34-70+166 =34-70+ 34 -4+ 30
= 3474+ 30.

En la forma como se hace en primaria, esto se ve asi:
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2 5 4 6 |34
- 2 3 8 74
1 6 6
-1 3 6
30

Veamos qué pasa en otras bases:

Ejemplo 4.3.32 Dividir 11101010101 entre 10110111 en base 2 :

1110101010 110110111
- 10110111 1010
1100111
10110111
1 01111

Dado que 101111 es menor que el divisor, obtenemos cociente 1010 y resto 101111. Ndtese
que en base 2 la division (al igual que las otras operaciones) es muy simple, primero porque
las tablas de sumar y multiplicar son muy pequenas, y sequndo, como los digitos que se van
obteniendo en el cociente son siempre 0 ¢ 1, es muy fdcil adivinarlos.

4.3.6 Ejercicios

1. Escriba los nimeros del 1 al 100 en base 2.

2. Represente:

(a) 3680 en base 9.
(b) 786447 en base 16.
(c) 1025 en base 2.
(d) 133 en base 11.

3. Halle la representacion en base 10 de los siguientes niimeros:

(a) n = (1045)4

(b) n = (BLDF) 1

(c) n = (1000001000001),
(d) n = (121212),

4. Realice las siguientes operaciones en la base dada, sin pasar a base 10.

(a) (11001011100), + (101),
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) (11001011100), - (101),
(c) (T1A9)14 - (12)44
(d) (B1DF)q+ (84A) 16
e) (7164)g — (643)

) (

(
(f) (21222), + (12121),

. Dado a = (8764)q y b= 8, halle ¢ y 7 tales que a = bg+r y 0 < r < b. Haga la divisién

en base 9, sin pasar a base 10.

. (En cual base de numeracién b, el nimero 182 se representa por (222),?

.En cual base de numeracién b, el nimero 177 se representa por (2301),7

. (En cual base el nimero (212542)4 se representa como (17486),7

. Halle 7 de modo que en base r se tenga 242 = 554.

Demuestre que en cualquier base b > 2 el niimero representado por 121 es una cuadrado
perfecto. Haga lo mismo con 144, en base b > 4.

Demuestre que si a un nimero natural de dos cifras, se le resta el niimero que resulta
de invertir el orden de estas, la diferencia es divisible por 9.

Demuestre que si a un ntmero natural de tres cifras, se le resta el nimero que resulta
de invertir el orden de estas, la diferencia es divisible por 99.

Demuestre que si a un niimero natural de cuatro cifras, se le resta el ntimero que resulta
de invertir el orden de estas, y la diferencia es divisible por 999, entonces las dos cifras
intermedias son iguales. Reciprocamentes, si un nimero natural de cuatro cifras tiene
las dos cifras intermedias iguales, entonces al restarle el nimero que resulta de invertir
el orden de estas, la diferencia es divisible por 999.

Determine todos los nimeros naturales n de dos cifras que cumplen la siguiente propiedad:
Si se invierten las cifras de n, el niimero resultante excede en 27 a n.

Determine los niimeros de tres cifras que son miiltiplos de 13, en cada uno de los cuales
la cifra de las centenas es igual a la de las unidades.

Un nimero natural de se expresa con tres cifras en base 7. Ademds, al expresarlo en
base 9 sus cifras son las mismas que en base 7, pero en orden inverso. Halle tal nimero.

Un ndmero natural expresado en base b, posee un nimero par de cifras. Las dos cifras
extremas son iguales, asi como también los pares de cifras equidistantes de los extremos.
Demuestre que el nimero dado es divisible por b + 1.
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18. Sea n un nimero natural, y sea s la suma de las cifras de la expresién de n en base b.
Demuestre que n es divisible por b — 1 si y solo si s lo es.

19. Sea n un nimero natural, y sea m el nimero que resulta de invertir el orden de todas
las cifras de n en base b. Demuestre que n — m es divisible por b — 1.

20. Determinar en qué base b se representa por 268 el nimero (1012),.
21. Cuando el niimero (1204), se expresa en base decimal, se obtiene 179. Halle la base b.

22. Exprese el nimero (21125), en el sistema de base 11.



Capitulo 5

Los Numeros Enteros

5.1 Introduccién

En la ensenanza secundaria se introducen los nimeros enteros a partir de los naturales,
justificando su existencia con ideas de la vida real, como debe ser. Asi, por ejemplo se habla
de que —5 representa una deuda de 5 colones. La operacién suma aparece asi de manera
natural: —5 4+ 3 representa el estado financiero de una persona que debe 5 colones y tiene
tres en la bolsa. Si hace un abono con esos tres colones, quedard debiendo dos colones, y esto
significa que —5+3 = —2. También se puede hacer alusién aqui a la interpretacién geométrica
de los nmimeros enteros como puntos en una recta, donde n estd ubicado a distancia n del
origen, caminando hacia la derecha o la izquierda, dependiendo del signo de n.

La multiplicacién aparece un poco mds artificiosamente, pues al estudiante no le parece
muy natural la ley de signos. ;Por qué, por ejemplo, es (—2)(—3) = 6 7. Aqui se puede
recurrir a la intuicién, interpretando el signo menos “—” como un cambio de direccién, o de
situacién econdémica, etc. Pero en términos matemadticos, la razén es que queremos que se
sigan cumpliendo todas las propiedades de la suma y la multiplicacién, como la distributividad
por ejemplo. Asi, debe tenerse

0=(-242)-3=(-2)-3+2-3=(-2)-3+6,
de donde el tinico valor coherente de —2 - 3 es —6. Luego, usando esto debe tenerse
0=(-2)-(-3+3)=(-2)-(-3)+(-2)-3=—-2-(-3) + —6,

y consecuentemente (—2) - (—3) = 6. Este argumento se puede generalizar para justificar la
ley de signos.

Pero, jcémo puede introducirse Z de una manera un poco mds rigurosa, més alld de dibujar
puntos sobre una recta, o de hablar de deudas? Un intento por hacer esto es el siguiente:

Dado que los enteros son en realidad nimeros naturales antecedidos por un signo + 6 —,
podemos pensar en estos como pares ordenados. Mds precisamente, podemos definir

Z = (A x N*) U {0},

121
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donde A es un conjunto de dos elementos, los que denotaremos por + y —. Esto es, A =
{_a +}

Ahora, los elementos no nulos de Z tienen forma (—,n) 6 (+,n), con n € N, y usamos la
notacién —n = (—,n), +n = (+,n). Asi, identificando el natural n con el par ordenado
(+,n), obtenemos N C Z.

Haciendo uso de las operaciones en N, se definen las operaciones en Z. Por ejemplo:

34 (=5)=-(B+5)=-8, —1l+7=—(11-7)=—4.

En general se define

(=n) + (=m) = = (n+m), M+(—n)::{_m_” siom>n

(n—m) si m<n.
Similarmente se procede con la multiplicacién. Luego debe demostrarse que las propiedades
usuales (asociatividad, distributividad, etc.) son vélidas en Z.

Si bien es posible poner este método en un marco bastante riguroso, el estar considerando
diferentes casos en cada paso, hace la exposicién un poco agotadora. El método que expon-
dremos a continuacién es mucho més &gil en este sentido.

5.2 Construccién de Z como un conjunto cociente

Intuitivamente, un nimero entero es una resta de dos nimeros naturales. Por ejemplo,
-3 =4-7, -5 = 8 — 13, etc. Es entonces natural pensar por ejemplo en —3 como el
par ordenado (4,7), y similarmente, —5 como el par ordenado (8,13), etc. Pero existe una
infinidad de pares ordenados de naturales que funcionan en la misma forma que lo hace (4, 7).
Por ejemplo, 1 —4 =9 — 12 = —3. Si queremos una definicién consistente de nimero entero,
debemos identificar todos esos pares ordenados que “representan” a —3, y considerarlos como
uno solo.

Siguiendo con la idea intuitiva, identificaremos (m,n) con (p, q) si m —n = p — q. Pero como
todavia no podemos hablar de la resta, escribimos esto mejor como m + ¢ = n + p.
Consideremos entonces la relacién R definida en el conjunto N x N por

(m,n)R(p,q) & m+q=n+p. (5.1)

Dejamos al lector la tarea de demostrar que esta relacién es de equivalencia (se hizo en
ejemplos del capitulo 2). Se define

Z=(NxN)/R.
Los elemento de Z son entonces clases de equivalencia, que llamaremos niimeros enteros.

Ejemplo 5.2.1 Sea u = [(8,3)] € Z. Note que 8 +0 = 3+ 5, de donde (8,3) R(5,0). Esto
demuestra que
u=1[(83)] = [(5,0)].
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Ejemplo 5.2.2 Considere z = [(3,5)] € Z, y note que como (3,5)R(0,2), tenemos z =
[(0,2)].

Ejemplo 5.2.3 Para cada m € N se tiene [(m,m)] = [(0,0)]

Los ejemplos anteriores ilustran el hecho que todo nimero entero se puede representar en la
forma [(m,0)] 6 [(0,n)]. En efecto, si z = [(p, q)] € Z, tenemos tres posibilidades:

e Sip = q entonce z = [(p,p)] = [(0,0)].

e Si p > ¢ entonces existe un natural m = p — ¢ tal que ¢ + m = p. Esto muestra que
(P, @) R (m,0), asf que z = [(m, 0)].

e Sip < g, existe un natural n = ¢ — p tal que ¢ = n+ p. Se tiene entonces (p,q) R (0,n),
con lo que z = [(0,n)].

Denotamos 0 = [(0,0)], y para n € N* denotamos +n = [(n,0)] y —n = [(0,n)]. Obtenemos
asi los enteros en su notacién usual. Los elementos de la forma —n se llaman enteros negativos,
y los de la foma +n se llaman enteros positivos.

Ejemplo 5.2.4 El numero entero [(6,4)] = [(2,0)] se denota por +2.

Ejemplo 5.2.5 El nimero entero [(5,11)] = [(0,6)] se denota por —6.

Note que [(m,0)] = [(0,n)] implica m +n = 0, y como m,n € N se sigue que m =n = 0. En
otras palabras, ningin entero es positivo y negativo a la vez.

El conjunto Zt = {+n € Z : n € N*}U{0} se identifica con N, obteniendo ast N C Z. En otras
palabras, identificamos al natural n con el entero [(n,0)]. Esta identificacién tiene sentido
puesto que la funcién

0:N—ZT, e(m) = [(m,0)], Vm € N,

es biyectiva. Como veremos mds adelante, esta funcién preserva las operaciones suma y
producto (segtn la definicién que daremos), y por lo tanto la identificacién también tiene
sentido desde un punto de vista algebraico.

5.2.1 Operaciones

Queremos ahora definir la suma y la multiplicacién. Recordemos que al escribir u = [(m,n)] €
Z, realmente estamos pensando en u = m — n. Entonces, si v = [(p,q)], intuitivamente
tendriamos

utv=(m-n)+({p—q,

y si las propiedades de la suma son lo que esperamos, esto nos lleva a u+v = (m + p)—(n + q) .
Esto justifica la siguiente definicién:
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Definicién 5.2.1 Para u y v enteros, con u = [(m,n)] yv = [(p,q)], definimos

u+v=[m+pn+q).

Noétese que la definicién se hace usando cualesquiera representantes de las clases involucradas.
Para que esta definicién sea coherente, no debe depender entonces de los representantes que
se escojan. Antes de pasar a verificar esto, trataremos de aclararlo un poco:

Supéngase que decidimos definir una operacién “o” por: wowv = [(m + p,n)]. Resulta que
tomando u = [(3,2)] y v = [(1,0)] tenemos uov = [(4,2)]. Pero note que también v se puede
representar como v = [(6,5)] , y entonces, usando (6, 5) como representante de v obtendriamos

uowv =1[(9,2)]. Como [(4,2)] # [(9,2)], esta definicién no seria coherente..

Para verificar que la operacién suma estd bien definida en Z, debemos probar entonces que
al cambiar los representantes, ésta permanece invariante. Supongamos entonces que u =
[(m,n)] = [(mM,n)] y v =1[pq)] =[®,q). Esto quiere decir que m +n' = n+m' y
p+q =q-+p. Luego

m+n"+p+qd =n+m'+q+7p,

lo que significa que
(m+p,n+q)R(m +p' 0" +4),

o equivalentemente, [(m + p,n+ q)] = [(m' 4+ p',n' + ¢')] . Entonces, efectivamente tenemos
que la definicién es idependiente del representante elegido.

Es un buen ejercicio para el lector, demostrar que la suma asi definida es conmutativa,
asociativa, tiene elemento neutro 0 = [(0,0)], y que cada a € Z tiene un inverso denotado
por —a. Este inverso es unico, y si a = [(m,n)] entonces —a = [(n, m)]. En efecto, note que

[(n,m)] + [(m,n)] = [(n+m,n+m)] = 0.

Note que en particular
[(m, 0)] + [(p, 0)] = [(m + p, 0)],

lo cual quiere decir que para nimeros naturales, la suma sigue siendo la misma suma de
naturales que conocfamos. Mds precisamente,

p(m) +p(n) = (m+n),

donde ¢ : N — Z™ es la biyeccién que definimos arriba, y que identifica a estos dos conjuntos.
La resta se define por
a—b=a+(-b), Va,beZ.

En otras palabras, a — b es el unico entero = que satisface b + x = a. Note en particular que

a=bsa—-b=0.
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Ahora, si n,m € N tenemos
donde hemos usado la identificacién n = ¢(n). Asi, la suma que acabamos de definir coincide
con nuestra idea intuitiva que tenfamos previamente.

La multiplicacién se define de una manera un poco menos evidente. Tratemos primero de
deducir cudl debe ser la definicién. Dado que queremos distributividad, debemos pedir que
se cumpla:

[(m,n)]-[(p,@)] = (m—n)-(p—q)=mp—mq—np+ng
= [(mp + ng,mq + np)]
Lo anterior justifica la siguiente definicién.

Definicién 5.2.2 Para u = [(m,n)] y v =[(p, q)] se define el producto u-v como

u-v=[(m,n)]-[(p,q)] = [(mp + ng,mg +np)]|.

Al igual que en el caso de la suma, se verifica que esta operaciéon estd bien definida, y que
es asociativa, conmutativa, y tiene por neutro al entero +1 = [(1,0)]. Ademds, usando la
distributividad de las operaciones en N, no es dificil demostrar la distributividad en Z. Todas
estas propiedades juntas hacen de Z un anillo conmutativo con unidad.

5.2.2 Leyes de cancelacién

La ley de cancelacién de la suma es consecuencia directa de la estructura de anillo. Veamos:

e Paraa,b,c€ Zsetienea+c=b+c=a=hb.

En efecto, si a + ¢ = b + ¢ tenemos
a=a+(ct+(=c)=(a+c)+(-¢)=(b+c)+(—¢c)=b+(c+(=¢)) =b.

La ley de cancelacién de la multiplicacién no se deduce de la estructura de anillo, asi que
debemos usar directamente la construccién de Z.

e Paraa,be Z setieneab=0=a=06b=0.
En efecto, supongamos que ab = 0 y que a # 0. Hay dos posibilidades:

Caso 1. Sia = [(m,0)], con m € N*, poniendo b = [(p, q)] se obtiene ab = [(mp, mq)] .
Dado que ab = 0 tenemos mp = mgq, y por la ley de cancelacién en N se sigue que p = q.
Esto significa b = 0.

Caso 2. Sia = [(0,n)], con n € N*, usamos que (—a)b = 0, y como —a = [(n,0)],
aplicamos el caso 1.
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e Para a,b,c € Z, con ¢ # 0 se tiene: ac = bc = a = b.

En efecto, ac=bc= (a—b)-¢c=0=a—b=0 (pues c#0) = a = 0.

Nota: Las propiedades que acabamos de verificar, hacen de (Z, +, ) un dominio de integri-
dad.

5.2.3 Orden en Z

A continuacién nos dedicaremos a darle estructura de orden al anillo de los enteros.
Dados a,b € Z, diremos que a es menor que b si (geométricamente) a estd ubicado a la
izquierda de b, en la recta. Rigurosamente se tiene:

Definicién 5.2.3 Si a,b € Z, decimos que a es menor que b si b —a € N*. En tal caso
escribimos a < b. Cuando b—a € N escribimos a < b (a es menor o igual a b). Las relaciones
a <bya<b se escriben también b > a y b > a, respectivamente.

Nétese que la relacién < es una relaciéon de orden. M4s precisamente, esta relaciéon tiene las
siguientes propiedades:

1. Reflexividad: Para todo a € Z se tiene a < a, dado que a —a =0 € N.

2. Antisimetria: Sia < by b < a, entonces a = b. En efecto, sib—a € Ny a—b € N, dado
que (b—a)+ (a —b) =0, obtenemos a — b = 0 (recuerde que en N no hay inversos).

3. Transitividad: Sia < by b < ¢, entonces a < c¢. Esto es claro del hecho que la suma
de naturales es un natural. Esto es, dado que b —a € Ny ¢ — b € N, se sigue que
c—a=(b—a)+(c—b)eN.

Cuando n € N* tenemos por definicién que n > 0, y viceversa. En tal caso decimos que n es
un entero positivo. Cuando n < 0, decimos que n es negativo. Nétese que por definicién del
orden, esto significa que —n es positivo.

Consideremos m,n € Z, y analicemos las siguientes tres posibilidades:

1. Sim —n € N*, entonces n < m.
2. Si —(m —n) € N*, entonmces m < n.
3. Sim —n =0, entonces m = n.
Se concluye que dados m,n € Z, se cumple una y solamente una de las siguientes alternativas:
n<m, n>m, n=1m.

Esta es la llamada ley de tricotomia.
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5.2.4 Representaciéon geométrica

El entero n > 0 se puede representar en la recta numérica como un punto ubicado a distancia
n, a la derecha del origen, mientras que si n < 0, lo representamos como un punto a distancia
—n, hacia la izquierda del origen. A esa distancia la llamaremos valor absoluto de n, y la
denotaremos por |n|. Definimos entonces

n sin>0
Inl = —n sin <O0.

Si a y b son enteros, con a < b, entonces b—a es la distancia entre los puntos correspondientes.
Si no sabemos cual de los dos es mayor, podemos escribir eso como |a — b|.

b—a

fs3 0 ¥ ]

Representacién geométrica de la distancia, en el caso a < 0 < b.
Por ejemplo, la distancia entre los puntos correspondientes a 9 y 17 es
117 —-9| =19 — 17| = 8.
La distancia entre —4 y 5 es |5 — (—4)| =|—4 — 5| =09.

5.2.5 El principio del buen orden visto en Z

El principio del buen orden se puede extender a subconjuntos de Z que son acotados inferi-
ormente, de acuerdo con la siguiente definicién.

Definicién 5.2.4 Se dice que A C Z es acotado inferiormente si existe m € 7Z tal que m < n,
para todo n € A. Tal m se llama cota inferior de A.

Ejemplo 5.2.6 El conjunto

A:{n2—40n:n€Z}
es acotado inferiormente en Z. En efecto, n?> — 40n = (n — 20)2 — 400 > —400, para todo
n € Z. Entonces m = —400 es una cota inferior de A.

Lema 5.2.1 (Generalizacion del buen orden) Si A es un subconjunto no vacio de Z, acotado
inferiormente, entonces A tiene primer elemento.

Demostracion
Sea m una cota inferior de A, y considere el conjunto

B={n—-m:necA}.

Como n > m para cada n € A, se tiene que n — m € N para cada n € A, asi que B C N.
Ademds como existe al menos un n € A, se tiene B # (). Por el principio del buen orden,
B tiene primer elemento. Siendo ng el primer elemento de B, se concluye que ng + m es el
primer elemento de A. [J
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5.2.6 Ejercicios

1. Demuestre que la relacién definida por (5.1), es de equivalencia en N x N.
2. Demuestre que la buena definicién de la multiplicacién en Z.

3. Demuestre las propiedades de anillo en Z.

4. Demuestre que para todo n € Z se tiene n? > 0.

5. Demuestre que para n € Z no existe m € Z tal que n < m < n + 1. Recuerde que no
existe un natural entre 0 y 1.

6. Sia,b € Z son tales que ab = 1, muestre que a = b = £1.
7. En Z se define la relacién R por:

nRm < n —m es miltiplo de 5.

a. Demuestre que ésta es una relacién de equivalencia.
b. Demuestre que Zs = Z/R tiene exactamente 5 elementos.

c. En Zs defina las operaciones por
[n]+[m] =[n+m], [n]-[m]=[n-m].

Demuestre que estdn bien definidas.

d. Demuestre que Zs es un campo con estas operaciones (la suma y la multiplicacién
son asociativas, conmutativas, tienen neutro e inversos, y satisfacen la ley de dis-
tributividad).

8. En Z se define la relacién R por:
nRm < n —m es miiltiplo de 6.

a. Demuestre que ésta es una relacién de equivalencia.
b. Demuestre que Zg = Z/R tiene exactamente 6 elementos.
c. En Zg defina las operaciones por
[n] +[m] =[n+m], [n]-[m]=[n-m].

Demuestre que estdn bien definidas.

d. Demuestre que Zg es un anillo conmutativo con unidad, pero no es un campo con
estas operaciones.

9. Demuestre que para a,b € Z se tiene:



A. Duarte & S. Cambronero 129

(a) Sia>0yb>0 entonces ab > 0.
(b) Sia <0y b<0 entonces ab > 0.
(c) Sia<0yb>0 entonces ab < 0.

10. Sean a,b € Z. Demuestre que:

(a) a<bs —b< —a.
(b) a <b< ac<bc, Ve > 0.
(¢) a<bs be<ac, Ve<O.

11. Para a,b € Z, con b > 0, demuestre que existe n € N tal que a < bn (Arquimedianidad
de Z).

12. (Algoritmo de la divisién en Z) Para a,b € Z, con b > 0, demuestre que existen
q,T € Z tnicos, tales que
a=bg+r, 0<r<hb

13. Demuestre que para n,m € Z se tiene
(a) n=In|<n>0
(b) n|<me -—-m<n<m

) —Inl <n<|n|
(d)
)

(c
d

(e

14. Sin? =m y n > 0, decimos que n es la raiz cuadrada de m, y escribimos n = y/m.

n-m| = |n|-[m|

n|? = n?

(a) Demuestre que la raiz cuadrada es tnica, cuando existe.
(b) Para todo n € Z se tiene vn2 = |n].
(c) Sin,m € N entonces

n<m<s< n? < m2,

2

o sea que la funcién f(n) = n* es creciente en N.

(d) Para a,b € Z se tiene
la| < b & a* < V2.
15. Para n,m € N demuestre que
In+m|? = |n|* + 2nm + |m|*.

Concluya que |n +m|*> < (|n] + |m|)?, y que por lo tanto |n 4+ m| < |n| + |m/|. Esta es
la desigualdad triangular. Demuéstrela también directamente, considerando diferentes
Casos.
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16. Sea f : N — Z definida por

n .
- S1 L es par
f(n) = ’
o n+1 . .
- si n es impar.

Demuestre que f es biyectiva, y dé una férmula para su inversa.

5.3 Divisibilidad en Z

Comenzaremos esta seccién enunciando el algoritmo de la divisiéon en Z. Haremos una
demostracién de la existencia utilizando la generalizacién del principio del buen orden. La
unicidad la dejaremos de ejercicio.

Teorema 5.1 (Algoritmo de la division) Sean a,b € Z, con b # 0. Entonces existen q,r € Z
Unicos, tales que
a=bg+r, 0<r<|b.

Demostracién
Comenzamos con el caso b > 0. Consideremos el conjunto

A={neZ:bn>a}.

Note que |a|+1 € A, dado que b(|a| 4+ 1) > |a|+1 > a.Esto demuestra que A # (). Ademsds, es
claro que — |a| es una cota inferior de A (demuéstrelo como ejercicio). Por la generalizacién
del principio del buen orden, se sigue que A tiene primer elemento. Si ng es tal elemento, se
sigue que

b(ng—1) <a < bng.

Tomando ¢ = ng — 1, r = a — bq, se obtiene la existencia en el caso b > 0. El caso b < 0, y la
unicidad se dejan como ejercicio. [

Noétese que bg es el mayor miltiplo de b que no sobrepasa a, y esta es la idea en que se basa
la demostracion.

Definicién 5.3.1 De acuerdo con la notacion del teorema anterior, a q se le llama el cociente
de la division euclideana de a por b, y a r se le llama el resto de dicha division.

Ejemplo 5.3.1 Sia=—-22 yb=7, se tiene g = —4, r = 6. En efecto, bg+r = —28+6 = a,
y0<r=6<T.

Ejemplo 5.3.2 Sia =35y b= —4, se tieneq=—-8 yr =3.

Cuando el resto es nulo, o sea cuando r = 0, decimos que b es divisor de a.
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Definicién 5.3.2 Dados m,n € Z, decimos que n es divisor de m si existe k € 7Z tal que

n -k = m. En tal caso se escribe n\m , y el mimero k se denota también por 7*. Sin es

divisor de m, también se dice que m es maltiplo de n (o divisible por n).

Ejemplo 5.3.3 FEl nimero 42 es mailtiplo de 7, pues para k = 6 se tiene 7 -k = 42.

Ejemplo 5.3.4 El nimero 0 es miltiplo de todo nimero a € Z, pues k = 0 satisface a-k = 0.
Por otro lado, 0 no es divisor de ningin entero b # 0.

Veamos algunas propiedades de la divisibilidad:

Propiedad 5.3.1 Todo a € Z es mailtiplo de si mismo, pues a -1 = a. Esto es, la relacion \
es reflexiva.

Propiedad 5.3.2 Para a =3 y b= —3 tenemos a\b y b\a, pero a # b. Entonces la relacion
\ no es antisimétrica en 7.

Propiedad 5.3.3 La relacion \ es transitiva. Esto es, si a\b y b\c, entonces a\c.
En efecto, si b= ak y c = bl, entonces ¢ = a(kl).

Propiedad 5.3.4 Sia\b, entonces a\(—b). También (—a)\b, (—a)\(=b) y |a|\ |b|.

En efecto, como a es divisor de b, existe k € Z tal que a - k = b. Luego
a-(=k)=-b, (=a)-(=k)=b, (—a)-k=—bla|-[k|]=Ib].

Propiedad 5.3.5 Sia es divisor de b # 0, entonces |a| < |b|. En particular, si a\1 entonces
a==+£1.

Para ver esto, observemos que por la propiedad anterior se tiene |a| - k = |b|, donde k > 1.
Luego |b| = |a| - k > |al.

Propiedad 5.3.6 Si a es divisor de b y ¢, entonces a es divisor de b+ c y b — c. Mads
generalmente, a es divisor de bx + cy, para todo par x,y € Z.
Como a es divisor de b y c, existen k,l € Z tales que b = ak, ¢ = al. Luego

bx 4+ cy = a- (kz +ly),

de donde bz + cy es maltiplo de a. Tomando x =y = 1 se obtiene que a\(b+ ¢), y tomando
x =1,y =—1, se obtiene a\(b — c).

Propiedad 5.3.7 Sia es divisor de b y b+ ¢, entonces a es divisor de c.
Esto es consecuencia de la propiedad anterior, pues ¢ = (b+ c) — b.
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5.3.1 Divisor comin maximo

Sean a y b enteros, no ambos nulos, y consideremos el conjunto de todos los divisores comunes
de a y b. Este conjunto es finito por la propiedad 5.3.5. Entonces hay un divisor comin que
es mayor que todos los demds. A tal divisor lo llamaremos el divisor comiin méximo de a y b,
y lo denotaremos por (a,b) . Note que como 1 es siempre divisor de a y b, se tiene (a,b) > 1.

El stmbolo (0,0) no tiene sentido en este contexto, puesto que todo entero es divisor de 0.
Por este motivo, cuando escribimos (a, b) , implicitamente estaremos suponiendo que a y b no
son ambos nulos.

Ejemplo 5.3.5 El mdximo comin divisor de 18 y 12 es 6, esto es (18,12) = 6. Esto es
evidente del hecho que los dos divisores mds grandes de 12 son 6 y 12, y de ellos sélo el 6 es
divisor de 18.

Ejemplo 5.3.6 Para calcular (45,108) podemos proceder de dos formas:

e Aplicamos el algoritmo de la division reiteradamente

108 =452 418,
45 =18-2+49,
18=9-2+40.

El MCD es el dltimo resto no nulo. Entonces (45,108) = 9.

o Se escribe 45 = 32-5, 108 = 22-33. Como p = 3 es el unico divisor comin que es primo,
se toma la potencia menor que aparece, esto es 32 = 9.

Msis adelante justificaremos estos métodos.
Propiedad 5.3.8 Para a,b enteros (no ambos nulos) tenemos (a,b) = (b,a) .
Propiedad 5.3.9 Para a,b € Z tenemos:

(a,b) = (=a,b) = (a,=b) = (—a,—b) = ([al, [b]).

Esto es consecuencia de las propiedades de divisibilidad. Por ejemplo, los divisores comunes
de a y b, son los divisores comunes de —a y b, y entonces el mayor de los divisores comunes
de a y b, es el mayor de los divisores comunes de —a y b.

Propiedad 5.3.10 Sia es divisor de b, entonces (a,b) = |a|. En particular (a,0) = |a] .
En efecto, por transitividad tenemos que todo divisor de a es divisor de b, asi que los divisores

comunes de a y b son precisamente los divisores de a. Luego, el mayor de ellos es |a|, por la
propiedad 5.3.5 de divisibilidad.
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Propiedad 5.3.11 Si a = bq + r, entonces (a,b) = (b, 7).

Para ver esto, note que por la propiedad 5.3.6 de divisibilidad, todo divisor de a y b, es divisor
de a — bq =1, y por lo tanto divisor comin de b y r. Reciprocamente, todo divisor comin de
by r, es divisor comin de a y b.

Esta propiedad nos da un algoritmo para hallar el méximo comin divisor de dos nimeros.
Primero, por las propiedades podemos suponer |a| > b > 0. Si a es miiltiplo de b obtenemos
(a,b) = b. En caso contrario, aplicamos el algoritmo de la divisién repetidas veces hasta
obtener resto cero, de la siguiente manera:

a = bqo + 7o, O0<rg<b
b = T0q1 + T1 0<ri <mrg
: : (5.2)
Th—2 =  Tn-1Qn +7Tn 0<ry <rp_1
Tn-1 = Tngn+1+0,

Note que el resto debe anularse eventualmente, pues b > rg > r; > ... > 0. Por la propiedad
5.3.11 se tiene

(a, b) = (b7 TO) = (7'077’1) == (T'n_Q,T’n_l) = (rn_l,rn) =7,

la ultima igualdad por ser r, divisor de r,—;. Entonces (a,b) es el ultimo resto que no es
cero.

Ejemplo 5.3.7 Hallar (434, 163)

434 = 163-2+ 108

163 = 108-1455
108 = 55-1+53
55 = 53-1+2
53 = 2:2641
2 = 1-2+40

Entonces (434,163) = 1.

Ejemplo 5.3.8 Hallar (345, —715) . Primero usamos que (345, —715) = (715, 345) . Luego:

715 = 345-2425
345 = 25-13+420
25 = 20145
20 = 5-440

Finalmente (—715,345) = 5.
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Este método nos permite ademés resolver ecuaciones diofdnticas. Estas ecuaciones tienen la
forma ax 4+ by = ¢, donde a, b, ¢ son enteros, y se buscan soluciones enteras. Por ejemplo, si
queremos resolver la ecuacién

—715x + 345y = 5,

despejamos sucesivamente en el algoritmo del ejemplo anterior para obtener:
5 = 25-20-1=25—(345—25-13)
= 25-14—345 = (715—345-2) - 14 — 345
= —715-(—14) + 345 - (—29)
= —715x + 345y,
donde x = —14, y = —29. En general, el mismo procedimiento demuestra que:
Lema 5.3.1 Sid = (a,b), existen x,y € Z tales que ax + by = d.
Este lema nos permite demostrar la siguiente caracterizacién del maximo comun divisor:
Lema 5.3.2 FEl entero d = (a,b) satisface:
1. d\a y d\b.
2. Sid €7 es tal que d'\a y d'\b, entonces d'\d.

Demostracién
La propiedad 1 se obtiene por definicién. Ahora, si d’\a y d'\b, entonces d’ divide a cualquier
entero de la forma ax + by, con x,y € Z. Luego, por el lema anterior se obtiene que d'\d. O

El siguiente resultado es una ampliacién del lema 5.3.1.

Lema 5.3.3 Sean a,b,c € Z. Entonces la ecuacion ax + by = c tiene soluciones x,y € 7. si
y solo si ¢ es mailtiplo de d = (a,b) .

Demostracién:
Si la ecuacién tiene solucién, quiere decir que existen x,y € Z tales que ax + by = c¢. Luego,
como d es divisor de a y b, se sigue que es divisor de ax 4+ by = c.

Reciprocamente, si ¢ es miitiplo de d, tenemos ¢ = dk, y por el lema 5.3.1 existen x’,y’ € Z
tales que ax’ + by’ = d. Luego ax'k + by'k = dk = ¢, de donde = = 2'k, y = y'k forman una
solucién. [

Ejemplo 5.3.9 Hallar una solucion z,y de la ecuacion 434x + 163y = 3. Del ejemplo 5.3.7
tenemos
1=53—-2-26=53—(55—"53)-26=53-27—55-26
= (108 = 55-1)-27—55-26 = 108 - 27 — 55 - 53
=108-27 — (163 — 108 -1) - 53 = 108 - 80 — 163 - 53
= (434 —163-2) - 80 — 163 - 53 = 434 - 80 4 163 - (—213).

Multiplicando por 3, obtenemos que una solucion estd dada por x = 240, y = —639.
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5.3.2 Numeros primos y primos entre si

Definicién 5.3.3 Dos nimeros enteros a y b se llaman primos entre si (o primos relativos)
si (a,b) = 1.

Por ejemplo, 9 y 8 son primos entre si, lo mismo que 11 y 20. De acuerdo con el lema 5.3.3, a
y b son primos relativos si y sélo si se puede resolver la ecuacion ax + by = 1. Una aplicacién
de este hecho nos da el siguiente lema.

Lema 5.3.4 Sia y b son primos relativos, y si a\be, entonces a\c.

Demostracién

Dado que existen z,y € Z tales que ax+by = 1, tenemos acx +bcy = c. Ahora, evidentemente
se tiene que a divide a ac, y por hipétesis también divide a bc. Luego a divide a acx +bcy = c.
O

Definicién 5.3.4 Un nidmero natural se llama primo si tiene exactamente dos divisores pos-
itivos. En otras palabras, p € N es primo st p > 1 y sus unicos divisores positivos son 1 y

P.
Por ejemplo, son primos:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43.

Note que si p es primo entonces

po={7 500

si no.

En lo que sigue preparamos la demostracién del teorema fundamental de la aritmética.

Lema 5.3.5 Todo entero n > 2 es primo o producto de primos.

Demostracién
Procedemos por induccién completa: Para n = 2 el resultado es cierto, pues es primo.
Asumiendo el resultado para k = 2,3, ..., n, lo probaremos para n+ 1. Hay dos posibilidades:

e Sin+ 1 es primo, no hay nada que demostrar.

e Sin+ 1 no es primo, entonces por definicién existe k tal que 2 < k < ny k\(n+ 1).
Esto es n + 1 = ki, donde también se tiene 2 < [ < n (;por qué?). Por hipétesis de
induccién, k y [ son primos o producto de primos, y consecuentemente n+1 es producto
de primos. [

Lema 5.3.6 Sip es primo y p\be, entonces p\b 6 p\c.
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Demostracién
En efecto, si p\b no hay nada que demostrar. Si no, entonces (p,b) = 1, y por el lema 5.3.4
se tiene que p\c.OJ

Nota: Si p y ¢ son primos, y si p\g, entonces p = ¢q. De este hecho, y el lema anterior
obtenemos el siguiente:

Lema 5.3.7 Sip,p1,...,pn son primos, tales que p es divisor de p1 - pa - ... pn, entonces
p = pi, para algin i € {1,...,n}.

Demostracién
Haremos la prueba por induccién en n. Para n = 1 tenemos que p\p;, y como ambos son
primos obtenemos p = p;. Ahora, si el resultado es cierto para n, supongamos que p divide a

PLop2 e Pnt1 = (P1 P2 . DPn)  Pnii-
Por el lema anterior tenemos que p\ (p1 -p2- ... Pn) 6 D\Pnt1-

e Si p\pp+1 entonces p = pp41, pues ambos son primos.

e Sip\(p1-p2-... pn), entonces por hipétesis de induccién se sigue que p = p;, para
algin ¢ € {1,...,n}.

Luego p = p;, para algin i € {1,...,n+ 1}. O

Ahora podemos demostrar el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Teorema 5.2 Para todo n € N, n > 2, existe un natural k € N dnico, y k primos p1,...,pk
unicos tales quen=p1-... - pr yp1 < p2 <...< pg.
Demostracién

Para la existencia usamos induccién completa:
e Paran=2tome k=1y p; = 2.

e Para el paso inductivo, sea p; el menor primo que divide a n, el cual existe por el lema
5.3.5 y el principio del buen orden. Tenemos n = p; - m, donde m < n. Por hipétesis de
induccién completa, existenl € Ny q1,...,q primostalesm =q1-...-.q;, yq1 < ... < gq.
Definiendo kK =1+ 1,y p2 = q1,--..,pi+1 = qi, obtenemos

n=pr-m=pr-... Py DP1Sp2=<...< pg

La unicidad es consecuencia del lema anterior, y se deja como ejercicio. [

El lema siguiente permite explotar el teorema anterior a la hora de calcular el MCD de dos
nidmeros enteros.
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Lema 5.3.8 Sim > 0 se tiene (am,bm) = (a,b) m. Si ademds m es divisor de a y b, entonces
a b\ _ (ab)
m'm)  m

Para la primera parte, una forma es multiplicar por m el algoritmo (5.2) para hallar (a,b).
Recordemos que d = (a, b) es el tltimo resto que no es 0. Luego dm es el iltimo resto que no
es cero en el algoritmo aplicado a am y bm, con lo que dm = (am,bm) . Otra forma es usar
los lemas 5.3.2 y 5.3.3 (hagalo como ejercicio).

Demostracion

a b
Para la segunda parte, aplicamos la primera cambiando a por — y b por —, obteniendo
m m

= () - (2:8)

y luego divida a ambos lados por m. [

Nota: En particular, si d = (a,b) se tiene:

a b
— =] =1.

Note ademds que por el lema 5.3.5, (a,b) = 1 si y solo si a y b no tienen divisores primos en
comun.

Ejemplo 5.3.10 Observe que 2520 = 23325 - 7, mientras que 1950 = 2 - 3 - 5213. Entonces
(2520,1950) =2-3-5-(2?3-7,5-13) =2-3 -5 = 30,
dado que 22 -3-7 y 5-13 no tienen divisores primos en comain.
Ejemplo 5.3.11 En el caso de 1145375 = 53721117, y de 359975 = 52-7-112-17, tenemos
(1145 375,359 975) = 52 - 7- 11 - 17 = 32725.

En general, (m,n) es el producto de los primos que dividen a ambos m y n, elevados a la
menor potencia con la que aparecen en la descomposicién de m 6 n.

5.3.3 El miiltiplo comin minimo

Sean a,b € N*, y sea m € N* un miiltiplo comin de a y b. Tenemos entonces

m = ak = bl, donde k,l € N*.

Si d = (a,b) tenemos a = pd, b = qd, donde por el lema 5.3.8 se tiene (p,q) =
Luego
pdk = ak = m = bl = dql,
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y por la ley de cancelacién se tiene pk = g¢l. Entonces ¢ divide a pk, y como (p,q) = 1
obtenemos que ¢\k. Escribamos entonces k = gt, y observemos que

ab
= ak = aqt = —t.
m=aq aq 7

Esto demuestra que todo multiplo comin de a y b es miltiplo del nimero

ab
a,bl ;= — = aq = bp.
[a, 8] := — = aq = bp
Entonces [a, b] es el miltiplo comuin positivo més pequeno de a y b, y es llamado el miltiplo
comtun minimo de a y b.

En general, para a,b € Z*, el menor multiplo comin positivo de a y b es

_ labl _

[a,b] : [lal, [b]] -

Note que si a y b son primos relativos, entonces [a,b] = |ab|. A veces se usa la abreviacién
MCM para minimo comin mailtiplo.

Ejemplo 5.3.12 Para hallar el MCM de 48 y 360, primero observamos que 48 = 243, 360 =
23325, de donde (48,360) = 23 - 3 = 24. Luego

48 - 360
24

48, 360] = = 720.

Note que equivalentemente, se toman todos los primos que dividen a 48 o 360, elevados a la
potencia mayor con la que aparecen. Esto es

48,360] = 2% - 3% . 5 = 720.

Ejemplo 5.3.13 Tomando a = 82798848 = 283%113 y b = 81 057 226 635 000 = 2333547311217
23 - 37, tenemos que

ab

by =2%.3%.112 =261 pl = 2
(CL, ) 3 6 367 [a’7 ] 26136

= 256789293979 680 000.

5.3.4 Ejercicios

1. Complete los detalles en la demostracién del teorema 5.1.
2. Para n € N, demuestre que el menor divisor de n, mayor que 1, es un primo.

3. Demuestre que para un nimero compuesto n € N, el menor divisor primo de n satisface
p? < n. Demuestre que 787 es primo.

4. Use el ejercicio anterior para hallar todos los primos entre 300 y 400.
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5. Sean a,b € 7Z no ambos nulos. Demuestre que (a,b) es el menor natural de la forma
ax + by, con z,y € Z.

6. Sean a,b € N, primos relativos.

(a) Demuestre que a? y b? son primos relativos. Recuerde que si un primo divide a
a?, entonces divide a a.

(b) En general, demuestre que a® y b* son primos relativos, para todo k € N.
7. Demuestre que:

(a) Todo nimero impar tiene la forma 4m + 1 6 4m + 3.
(b) El producto de nimeros de la forma 4m + 1 es de la forma 4m + 1.

(c) Sipi,...,pk son primos de la forma 4m + 3, entonces 4p; - - - px, — 1 tiene un divisor
primo de la forma 4m + 3, el cual es distinto de py, ..., pg.

(d) Existe una cantidad infinita de primos de la forma 4m + 3.
8. Demuestre que:

(a) Los primos mayores que 3 tienen la forma 6m + 1 6 6m + 5.
(b) El producto de nimeros de la forma 6m + 1 es de la forma 6m + 1.

(¢) Sipi,...,px son primos de la forma 6m + 5, entonces 6p; - - - p;, — 1 tiene un divisor
primo de la forma 6m + 5, el cual es distinto de pq, ..., pg.

(d) Existe una cantidad infinita de primos de la forma 6m + 5.

9. Halle (6188,4709) de dos formas: usando el algoritmo de la divisién, y usando la de-
scomposicion en factores primos.

10. Para aq,...,a, enteros, no todos nulos, se define el méximo comun divisor (ay,...,ay),
como el mayor divisor comuin de todos los a;. Halle (81719, 52003, 33649, 30107) .

11. Si a,b € Z* y m > 0, muestre que [am,bm] = [a,b] m. Si ademds m es divisor comuin
de a y b, entonces
{a b ] _ la,b]

m’ m m

12. Para ¢ # 0 muestre que (ac, bc) = (a,b) || .
13. Si (a,b) =1, y si a y b son divisores de ¢, entonces ab es divisor de c.

14. Sean a,b € Z*. Demuestre que

(a) [a7 b] = [b7 a] = [_av b] = [_av _b]
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(b) Si a > 0 entonces [a,b] = a < b\a
(c) [a,b] = (a,b) & a=0.
15. Para a,b, c € Z*, muestre que [[a,b], ] = [a, [b, d]] .
16. Sean a,b,c € Z tales que a\b + c y a\b — c. Demuestre que a\20b.

17. Halle el MCD y el MCM de las siguientes parejas de nimeros

(a) 300 y 396
(b) 10780 y 7280
(c) 715y 3215

18. Halle soluciones (x,y) € Z? si existen, para las siguientes ecuaciones

(a) 125z + 80y = 5,

(b) 77z + 49y = 11,

(c) 39z — 52y = 13,
)

(d) 134z + 1256y = 18.



Capitulo 6

Los Numeros Racionales

6.1 Introduccién

Recordemos la forma en que se introducen las fracciones en la escuela primaria, como una
necesidad de expresar cantidades no enteras, como media naranja, tres cuartas partes de un
litro, etc. Asi aparecen expresiones como %, %, %, que representan la mitad, las dos terceras
partes y las tres sétimas partes de la unidad, respectivamente. Con frecuencia encontramos
expresiones como %, %, %, las cuales representan la misma cantidad (la mitad de la unidad,
en este caso), y a las que llamamos fracciones equivalentes. Formalmente decimos:

m - p

—~=&Sm-g=n-p.

n q
En este capitulo echamos mano a este y otros conceptos bdsicos de la teoria de fracciones,
para definir los nimeros racionales, y darles estructura de campo ordenado, a partir de la
esrtructura de los nimeros enteros. Conforme avancemos nos daremos cuenta de que hay
pocas cosas nuevas en esta construccién, y de que en realidad se trata de ponerle nombre a

una serie de conceptos y resultados que conociamos y usdbamos desde muy temprana edad.

6.2 Construccion

Consideremos el conjunto Z x Z* de pares ordenados de nimeros enteros, con segunda com-
ponente no nula. Haciendo la identificacién de (a,b) con 7, este conjunto corresponde al
conjunto de las fracciones.

Basados en la definicién que conocemos de equivalencia de fracciones, definimos la relacién
R en el conjunto Z x Z* asi:

(m, n)R(p,q) < mq = np.
Demostremos que R es una relacién de equivalencia.

141
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e Dado que mn = nm, tenemos que (m,n) R(m,n). Esto muestra la reflexividad.

e Si (m,n)R(p,q) entonces mq = np. Esto es lo mismo que pn = gm, lo que implica
(p, )R(m,n). Entonces R es simétrica.

e Para la transitividad, suponga que (m,n)R(p,q) y (p, q)R(r, s). Esto significa que mq =
npy ps = qr. Luego mqps = npqr, y por la ley de cancelacién en Z se sigue que ms = nr,
o sea (m,n)R(r,s).

El conjunto cociente Z x Z* /R, formado por todas las clases de equivalencia que genera la
relaciéon R, se denota por Q y se llama el conjunto de los nimeros racionales. Esto es

Q:=(Zx Z") /R.

Note que con esta definicién, un nimero racional [(a,b)] serd la clase de equivalencia de

la fraccién (a,b), y se denotard también como 7+ Es decir, el racional denotado por 7 es

el conjunto de todas las fracciones que estdn relacionadas, mediante la relacién R, con la
fraccién (a,b). Por ejemplo:

§ — {(a7b) cZ x 7" : (374)7?,(&,())}

4
= {(a,b) € ZxZ" :3b=4a}
= {'"7(_3a_4)7(374)>(6a8)7(9712)7"‘}‘
Es importante notar que para todo a € Z y todo b, k € Z* se tiene

0O O b 1 a ak

b1 b 1 b bk

En efecto, basta observar que (0,b) R (0,1), (b,0) R (1,1) y (a,b) R (ak,bk). Es importante
tener presente que por la definicién misma de la relacién R se tiene

%z%@ad:bc

6.2.1 Multiplicacién en Q
Recordemos primero la multiplicacién de fracciones
(a,b) ® (¢,d) = (ac,bd) .

Note que bd # 0 pues b # 0y d # 0. Resulta sencillo probar que la relacién de equivalencia R
es compatible con esta multiplicacién. En efecto, si (a,b) R (a',V') y (¢,d) R (¢/,d’), entonces
ab =ad'by cd = dd, de donde ab'cd’ = a’bc'd, lo que significa (ac,bd) R (a'c,b'd'), esto es

(a,0) ® (¢, d) R (a',0') ® (', d') .
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Esto permite definir la multiplicacién en Q, de la manera siguiente:

o8 _a
b d bd

Por ejemplo:

Un célculo sencillo, permite comprobar que la multiplicacién definida sobre Q es:

1. Conmutativa: ~ o< =S0%

. Conmuta a.b 7= 703

2 Asociativa'(gG)E)@m—g@(EG)@)
' \b T d n b d  n

Adems4s se tiene:

3. El producto o multiplicacién tiene por elemento neutro al racional

1— 1
=7
4. El racional 0 = % es absorvente con respecto a la multiplicacién. En efecto, para

cualquier racional 7 se tiene

960—969 a-0 0 O
b b1

5. Sia # 0, ¢ tiene como inverso multiplicativo a 3. En efecto, nétese que

b _ta_ab_1_,
a b ab ab 1

Denotaremos entonces
a

(5)" =L 0

6. El inverso multiplicativo es tinico. Es decir, el inico racional r que satisface § © 7 =1
es 2. Para demostrar esto supongamos que efectivamente se tiene 7 © 7 = 1. Entonces
multiplicando por 2 se obtiene

b:b@lsz(a@r>:(b@a>@r:1@T:T.
a a a b
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6.2.2 7 visto como una parte de Q

Sea Z' el subconjunto de Q definido de la manera siguiente:
Z/::{%:(LEZ},

Consideremos la funcién
0:Z — 7

a
a — 1

Note que ¢ es sobreyectiva, por la definicién misma de Z’. Ademds ¢ es inyectiva dado que

/
%z%i(a,l)R(a’,l)ia:a/.

Ademss B b

a a

plab) = — =0 = =¢(a) Op(b).

1 11
Asi, ¢ es un “isomorfismo” de Z en Z' que nos permite identificar el racional § con el entero
a y consecuentemente identificamos a Z con Z’. Es decir, ¢ nos permite identificar Z con una
parte Z' de Q, y de esta manera la multiplicacién en Q se puede ver como una prolongacién
de la multiplicacién en Z:

Va,be€ Z, a®b=ab.

Lo mismo ocurre con la suma, como veremos més adelante.
Puesto que la multiplicacién de Z es la restriccién de la multiplicacién en QQ, no hay peligro
de confusién y usaremos - en vez de ©.

6.2.3 La division

Dados dos racionales § y 5 # 0, existe un tnico racional r tal que §-r = . En efecto,

suponiendo que ese es el caso debe tenerse
d _a (C) -1
c b \d/

Esto demuestra que efectivamente existe tal r, y que es tinico. Esto nos sugiere la siguiente
definicién.

Definicién 6.2.1 Para § € Q y § € Q" se define la division del primero por el seqgundo asi:

()

Por ejemplo se tiene
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. a . . . .
Note que si r = 3 es un racional arbitrario, entonces se puede escribir

Recordando la identificacién que hemos hecho de { con a tenemos

%:ab_1:a+b,

asf que todo niimero racional es el cociente de dos enteros.

6.2.4 Representaciéon candénica

Recordemos que

g:E<:>czclzl)c.

b d
. . ak a
En particular, para k € Z* se tiene o dado que akb = bka. Tomando k = —1 se
obtiene % = _—Z. Esto permite siempre obtener un representante % con b > 0. En efecto, si
r= % € Q, y si b <0, escribimos r = _—Z, donde el denominador es ahora —b > 0.

Por otro lado, si d es el méximo comin divisor entre a y b, tenemos que a = dm, b = dn, con
m,n € Z, n > 0. Luego
a md m

b nd n’
y recordemos que m y n resultan ser primos relativos. Esto significa que todo nimero racional
se puede representar por una fraccién, cuyo numerador y denominador son primos relativos.

Definicién 6.2.2 Diremos que un racional r = — estd escrito en su forma candnica re-

ducida, sin >0 ym yn son primos relativos.

Por ejemplo, los racionales
3 1 =72 -125 561

57207 175 49 ' 455

estdn escritos en forma candnica reducida. Por otro lado, los racionales

4105 -7 1024
—3’ 727 —11" 1026

no estan escritos en su forma candnica reducida.
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6.2.5 Definicién de la suma en Q

El lector probablemente conoce la definicién de la suma en Q. Pero, jpor qué se define la
suma asi y no de otra manera? Tratemos de hallar una respuesta. Dado que esperamos que
Q sea un campo, debemos tener distributividad de la multiplicacién con respecto a la suma.
Como ademés b- b~ = 1 debemos tener

% + 2 —ab '+ cd ' =ab tdd " + cd*bb~! = (ad + be) (bd) .

Ahora, definimos la suma & sobre QQ de la manera siguiente:

a o c ad+bc
b d  bd
Para que esta definicién sea coherente, no debe depender del representante que se escoja.
: m _ m p_V
Para verificar que ese es el caso, supongamos que u = — = — y v = = = —. Entonces
n n q

mn' =nm’ y pq’ = qp, de donde
(mg+np)n'q' =mn'-q¢ +nn'-pq" = nm' - q¢' +nn' - qp" = ng (m'q’ +n'p’)
lo que demuestra que

mq + np B m/q,—i—n/p,
ng - n/q/

y la definicién es independiente del representante elegido.

Esta suma puede verse como una prolongacién de la suma en Z: si a,c € Z,

a-14+1-c
:7:(14_6.

PO
awe=1%y 1

Por esto, al igual que en el caso de la multiplicacién, usaremos + en vez de ®.

6.2.6 Propiedades de la suma en Q
1. La suma es conmutativa.
2. La suma es asociativa.
3. 0 es elemento neutro de la suma.

a . a .
4. — es el inverso de — para la suma. Es decir, —% = =2.
b b ) b b

Se deja al lector la tarea de demostrar estas propiedades.
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6.2.7 Q es un campo

Ademads de las propiedades anteriores, tenemos la distributividad de la multiplicaciéon con
respecto a la suma:

m (a ¢\ _m a m c
n <b+d)_ n vt

Esto puede verificarse sin mucha dificultad. Entonces QQ es anillo conmutativo con unidad.
Como ademds todo elemento diferente de 0 tiene inverso multiplicativo, Q es un campo.

6.2.8 Leyes de cancelacién en Q

Las leyes de cancelacién aqui son consecuencia directa de la estructura de campo. Veamos:

e Paraa,b,cc Qsetienea+c=b+c=a=0>.

En efecto, si a + ¢ = b + ¢ tenemos

= (a+c¢)+(—c
= (b4+c¢)+(—c

a = a+0=a+ (c+(—0))
)
= b+ (c+(—¢c) =0

Similarmente,

e Para a,b,c € Q, con ¢ # 0, se tiene ac = bc = a = b. En particular, al igual que en Z
se tiene
ab=0< (a=06b=0).

Ejercicio: Demuéstrelo.

6.2.9 Orden y valor absoluto en Q

Centrémos nuestra atencién en la estructura de orden del campo de los racionales. Diremos

que un racional r es positivo si se puede representar como una fraccién —, donde ambos m
n

. . —4 .
y n son enteros positivos. Por ejemplo, r = - es positivo, pues se puede representar como
4 . —92 e . —92 m .
r = —. Por otro lado, el racional 3* no es positivo, pues si 5= = 7+, se sigue que —2n = 3m,

lo que muestra que m y n tienen signos opuestos. En general r = 7 es positivo cuando, y

solo cuando a y b tienen el mismo signo.

Dados u,v € Q, diremos que u es menor que v si v — u es positivo. En tal caso escribimos
u < v, 0 también v > u (v es mayor que u). Por ejemplo, nétese que % — % = % es positivo,
y por lo tanto

<

| Ot
L



148 A. Duarte & S. Cambronero

m
En general, tomemos u = P y v = — en su forma canénica. En particular se tendrd gn > 0.
q n
mq—np
qn

Entonces v —u = es positivo si y solo si el numerador lo es, esto es:

u<ve& mg—np>0&np <mg.

Entonces, otra manera de dar la definicién del orden estricto es la siguiente:

p .m
- < — & pn < gm,
q n

donde se asume que los denominadores son positivos.

Se define la relacién < por:
u<v&pn < gm,

esto es, si u < v 6 u =v. Note que

u<vev—ucQt.

2 3
Por ejemplo, = < 1 pues 2-4 =8 <9 =3-3. Se le deja al lector la tarea de demostrar que

esta relacién es de orden.

Definicién 6.2.3 El valor absoluto de u = = se define por |u| = |m|| Es decir
n n

u stu>0
]u\: —u stu<O0.

Dados u = m yu= P en Q, hay tres posibilidades:
n q

1. Si mqg > np tenemos u > v,
2. Si mq < np se tiene u < v,

3. Si mq = np entonces u = v.

Entonces el orden en Q satisface la ley de tricotomia, y por lo tanto (Q, +, -, <) es un campo
totalmente ordenado.

El lema siguiente demuestra que con este orden QQ es arquimediano.

Lema 6.2.1 dados a y b en Q, con b > 0, existe un natural n tal que a < bn.
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Demostracion
Si a <0 basta tomar n = 1.

b==. Como k >1yp>1se tiene

Si a > 0, expresemos en forma canénica a = 7

SHES

a<m<m+1<(m+1)p=>b(m+1)gq,

y entonces podemos tomar n = (m + 1) q. O

Al igual que en Z se define la distancia entre los racionales a y b por:

d(a,b) = la—1|.

6.2.10 Densidad del orden en Q

Dados a,b € Q, con a < b, existe al menos un racional r tal que a < r < b. En efecto,
tomando r =  (a+b) tenemos b—r =7 —a = %(b—a) > 0, asf que a < r < b. De hecho
note que r estd ubicado en el punto medio de a y b en la recta numérica.

Nétese que el argumento se puede repetir, tomando ahora a y r (o r y b) en vez de a y b.
Se obtiene asi por induccién que entre dos nimeros racionales existe una infinidad de otros
nimeros racionales.

6.2.11 Parte entera

Sea r = — € Q, en su forma canénica. Por el algoritmo de la divisién, existen tnicos q,r € Z

tales que
m=qn+r, 0<r<n.

Tenemos entonces
m gn +r
{L‘ = — =
n n

r
=4q + )
n
r
y en particular ¢ < a =g+ — < g+ 1. La siguiente definicién se basa en esta observacion.
n

Definicién 6.2.4 Dado el racional x, al dnico entero q que satisface ¢ < x < q+ 1, se le
llama la parte entera de xz, y se denota por q = [z].

6.3 Sobre la no completitud de Q

Los nimeros racionales se pueden representar en una recta numérica, de la siguiente manera.

m . . ., L. ..
Dado — € Q, en forma candnica, partimos de la representaciéon geométrica de N, subdivi-

diendoncada unidad en n partes iguales, y luego contando |m| de estas partes a partir del
origen, hacia la derecha o la izquierda dependiendo del signo de m.

Asi, todo racional tiene asociado un punto sobre la recta, y surge la siguiente pregunta:
. Tendrd todo punto de la recta un racional asociado? La respuesta es no, como lo muestra
el siguiente lema:
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Lema 6.3.1 No existe un racional r tal que r* = 2.

Demostracion a
Suponga que si existe tal r, y tomemos su representacién canénica r = —. Tenemos entonces

que a y b son primos relativos, y por el ejercicio 6 del capitulo anterior se sigue que a? y b?
lo son. Dado que a? = 2b?, se sigue que (a2, b2) = b?, de donde b = 1. Pero entonces r serfa
natural, y eso es imposible. [J

Esto demuestra que efectivamente los racionales dejan huecos en la recta, pues segin el
teorema de Pitdgoras, hay un punto sobre la recta cuya distancia al origen deberfa ser v/2.
Un argumento similar se usa para demostrar que, para p € N no existe un racional r tal que
r2 = p, a menos que p sea cuadrado perfecto.

6.4 Potenciacién en Q

El problema de cémo definir la funcién exponencial es central en matemdtica, en particular
a nivel de ensenanza. Empezando con la definicién més simple
n a . a PEEY a
"= ~—~—"_ paraa>0,n€eN,
n veces

ya tenemos un pequeno problema de rigurosidad. Esto tal vez no sea tan grave pues intuiti-
vamente “todo el mundo” sabe lo que significa “n veces”. Ademds, no es dificil corregir el
problema usando recurrencia. Podemos definir:

at=a, a""'=a"-a, VYnelN
Las siguientes propiedades son vélidas para a,b € Q, a,b > 0.
1. a™-a" = a™™, Vn,m € N.
. (@)™ =a™™ Vn,m € N.

n

2
3. 2‘m:a
4

n

—Mmon>m.

. (ab)" =a"™-b", Vn € N.

5. (2)" = ZTL Vn €N,

Como ejemplo demostremos la propiedad 1: Aqui otra vez se puede apelar a la intuicién y
decir que

m n a-a..-a a--a:--a a.a-..a
a gt = Y~ . Y—— = —
m veces n veces m —+ n veces

Pero si se quiere ser riguroso, se debe usar el principio de induccién otra vez. Dejamos m fijo
y aplicamos induccién sobre n.
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= gm.q=a"""! por definicién.

e Paran =1, tenemos a™ - a
e En el paso inductivo tenemos como hipétesis a™ - a” = ™™, y entonces
a™ . gttt = g™ . (an . CL) _ (am . an) ca=ag™". g = a(m+n)+1 _ am—l—(n—i—l)'

La segunda igualdad se trata similarmente, mientras que la tercera se puede demostrar usando
la primera. En efecto, como n — m € N tenemos

n—m m

a ™ = a(nfm)+m — 4N

a-,

y luego dividimos por a™.

Estas identidades nos dan una idea de lo que sigue, pues queremos que sean vélidas en general,
sin restricciones en n y m. Entonces, si queremos que la tercera sea valida con n = m debemos
tener

Debemos definir entonces a? := 1. Nétese que no hemos demostrado que a® = 1, sélo hemos
justificado por qué definirlo asi.
Luego, al tomar n =0 y m € N justificamos la definicién

1
a_m = aim, Vm S N.

Con esto tenemos definido a?, para a € Q; y cualquier z € Z.

En este punto debemos demostrar que las propiedades 1,...,5 siguen siendo vélidas para todo
n,m € Z. Por ejemplo, sin < 0y m > 0, tenemos n = —p, con p € N, y entonces

n\m __ —p\M __ 1 m_ I _ 1 __ . —pm __ _nm
(CL) —(a ) = J —7(ap)m—apim—a =a ',

donde usamos las propiedades 2 y 5 para p, m € N.

6.5 Ejercicios
1. Demuestre las propiedades de la suma en Q.
2. Demuestre que la multiplicacién estd bien definido en Q.
3. Demuestre las propiedades de la multiplicacién en Q.
4. Demuestre que para todo a € Q se tiene a® > 0.

5. Demuestre que para a € Q\Z existe m € Z tal que a <m < a + 1.
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6. Para a,b € Q muestre que a® + b > 2ab.

b 1
7. Sean a,b € Q, del mismo signo. Demuestre que % + — > 2. En particular a + — > 2,
a a

para todo a € Q.

8. Demuestre que para a,b € Q se tiene:

(a) Sia>0yb>0 entonces ab > 0.
(b) Sia <0y b<O0 entonces ab > 0.
(c) Sia<0yb>0 entonces ab < 0.

9. Sean a,b € Q. Demuestre que:

(a) a<b& —b< —a.
(b) a <b< ac<be, Ve > 0.
(¢) a<b<s be<ac, Ve<O.

10. Demuestre que para a,b € Q se tiene
(a) a=lal < a>0

(b) la|<b&e —-b<a<b
(¢) —lal <a<lal

(d) la-0] = |af - [b]
(e) laf* = a?

a
11. Sia®? =by a >0, decimos que a es la raiz cuadrada de b, y escribimos a = v/b.

(a) Demuestre que la raiz cuadrada es unica, cuando existe.
(b) Para todo a € Q se tiene Va? = |a].

(c) Sia,be Q" entonces
a<be a® < b2,

2

o sea que la funcién f(z) = z* es creciente en Q.

(d) Demuestre que si p es primo, entonces no tiene rairz cuadrada en Q.

12. Demuestre la desigualdad triangular en Q.

13. Sea f : N x N — Z definida por f(m,n) = 2"3". Demuestre que f es inyectiva, pero no
sobreyectiva. Entonces N X N y N tienen la misma cantidad de elementos.
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14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.
30.

m
Sea g : N x N* — Q" definida por g(m,n) = —. Demuestre que g es sobreyectiva pero
n

no inyectiva.

Sean a,b € Q. Entonces existe un tnico x € Q tal e a + x = b. El nimero b+ (—a), se
denota usualmente como b — a. Para b = 0, esto demuestra en particular que el inverso

de a es tnico.
Sean a,b € Q, a # 0. Entonces existe un tnico nimero racional y tal que ay = b.

Usualmente el nimero b-a~! se denota por g. Con b = 1, esto demuestra que el inverso
multiplicativo de a es tnico.

Si z € Q es tal que ax = a para algin a # 0, muestre que z = 1.
Para todo a € Q, — (—a) = a.
Para todos a y b en Q, se tiene que — (a +b) = (—a) + (—b).

Para todo a € Q, a-0 = 0-a = 0. Esta propiedad se conoce como la propiedad
absorbente del cero.

Sean a y b dos nimeros racionales. Entoces a-b=0siysélosia=00b=0.
Para todo a € Q, a # 0, se tiene que (ail)fl = a.
Para todos a,b € Q, a # 0 # b, se tiene que (ab)fl =a b1

Sean a,b € Q. Entonces:

Este resultado se conoce como la ley de los signos. Concluya que (—1) - a = —a.
Para todos a,b € Q, b # 0, se tiene que § =0 a = 0.

Sia>0=a"1>0.

Siac <bcy c>0, entonces a < b.

Sia<byc<0,entonces b < a.

a>b>0=¢>1

a>1=a?>a.
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3l. 0<a<1=a>d.

32. Demuestrepor induccion las propiedades de la potenciacién en (, con exponentes nat-
urales. Deduzca dichas propiedades para exponentes enteros.

33. Demuestre que para todo n € N tal que n > 9 se tiene (%)n > 4n.

6.6 Representacion de racionales en diferentes bases

Hemos visto que cada racional es al fin un cociente de dos niimeros enteros, cuyo denomi-
nador es diferente de 0. O lo que es lo mismo, todo racional podré expresarse siempre por %,
con p,q € Z y q # 0, o cualquiera de sus fracciones equivalentes. Note que, sin embargo, la

representacién candénica es tnica.

Sabemos que dado un sistema de numeracién de base b > 1, todo entero positivo p se puede
expresar seglin las potencias sucesivas de b, es decir:

p=apb® +ap_ 10"+ +ab+ ag, (6.1)

donde los coeficientes ay ai—1, ..., a1, ap son naturales estrictamente menores que b, y para los
cuales ya el sistema cuenta con simbolos para representarlos. Puesto que la forma polinémica
(6.1) estd determinada univocamente por los coeficientes ag, . . ., ag, resulta claro que estos son
suficientes para hacer una representacién tnica del entero p. Por esta razon, se acostumbra
escribir:

P = agdrp—1...0a10a0
que a veces se llama expresidn cifrada de p en base b.

Por ejemplo, si la base es diez, cuando escribinmos a = 3248, estamos indicando que los
numeros representados por los simbolos 3,2,4 y 8 son los coeficientes de la forma polinémica
cuyo valor numérico es a. Asf, a = 3-10% + 2102 +4-10 + 8 y su expresioén cifrada es 3248.

En adelante, vamos a representar los racionales en su forma candnica. Es decir, cuando

p

escribamos 7 asumiremos que (p,q) =1y g > 0.

Consideremos el racional 7. Utilizando el algoritmo de la divisién, obtenemos:
m=qn+r, 0<r <n,

es decir:
M=q+.,0< 0 <1

n —
El nimero ¢ se llama la parte entera del racional “*. Si denotamos la parte entera de * por
["2], se tiene que:
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pues % < 1, y se ve claramente que :
T _ m ——m m
E—Z—Q—;—[[;]]-

Es claro que todo racional queda determinado univocamente por su parte entera y su parte
fraccionaria .

Puesto que ya sabemos representar enteros en cualquier sistema de numeracién de base b > 1,
el problema de representar racionales en un sistema de base b se reduce al problema de estudiar
la representacion de los racionales en [0, 1].

Vamos a estudiar el caso mds sencillo, el caso de los nimeros b—éddicos, cuando b = 10.

Definicién 6.6.1 Sea b > 2. Se dice que un racional x es un nimero b—ddico si existe k € N
y un entero a tal que

_a
T
. ) 17 19 . o ] 3
Ejemplo 6.6.1 Los nimeros 51 om0 son nimeros diddicos (b = 2). Los nimeros 3,

14 .y _
105 son b—dadicos, con b = 10.

6.6.1 Una particién de Q
Trabajaremos con una base de numeracién b. Definimos los siguientes subconjuntos de Q:

o Qg estda formado por aquellos racionales no nulos que, al expresarlos en su forma
canonica, los divisores primos de su denominador son todos divisores primos de b. Por
ejemplo, si el sistema es el sistema decimal, cuya base 10 tiene por divisores primos,

solamente al 2 y al 5, el niimero racional 5 ertenece a QQ ientras que o
men numero racional — = rten: mientras que —
YA 250 253 0 & o1

no pertenece a Qg .
e Q, estd formado por los racionales no nulos que no pertenecen a Qq. Es decir, si r se

expresa en forma canénica como 7%, entonces r € Q, si n contiene al memos un divisor
que no es divisor de b. Por ejemplo, en el sistema decimal,

11
Qp,

R c
6 2-3
puesto que n = 6 contiene como divisor al 3, que no es divisor de 10.

Resulta inmediato que

@d#@ Qp?é®a Qdep:®a YQ* :@dUQp-
Es decir, los conjuntos Qg y Q, forman una particién de Q*.

Seguidamente, estudiaremos con més detalle los conjuntos Qg y Q, para el caso del sistema de
numeracion de base 10. Sin embargo, es facil percatarse que los resultados que obtendremos
no dependen de la base escogida y que, por lo tanto, se pueden generalizar a cualquier base
b.
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6.6.2 El subconjunto Q,

Sea " € Qq, entonces: n = 2% - 58, donde «, € N. Note que:

m
Sia= t =2%.5%=(10)",y — = —.
e Si a = f3, entonces n (10)%,y 0 10

e Si o > 3, multiplicando m y n por 5%# se obtiene:

m m- 5> B k

m _ _ _ kK _ . rap
w2057 5aF ga.ga 1o Mk =moST

e Si a < A3, multiplicando m y n por 28~ se obtiene:

m m - 28—« k

k
m_ _ _ Kk — . 9f—a
n 258 2Pa g8.5p  q0p COmE=mo2T0

Es decir, en cualquier caso el racional — puede expresarse mediante una fraccién equivalente
n
cuyo denominador es una potencia de 10. Es decir,
m i . m a i
— € Qg siysolosf — = ——. para algin k € N.
n n 10

Este hecho, permite dar la siguiente definicion.

Definicién 6.6.2 Se llama fraccion decimal a todo racional perteneciente a Qg, es decir a
todo racional que pueda expresarse mediante una fraccidn equivalente cuyo denominador sea

una potencia natural de 10.
Entonces son equivalentes:

e — es una fraccién decimal

n
m
o —cQ
n
m a
e Existena € Zy k € N tales que — = —-.
n 10

Note que la notacién Qg tiene su razén de ser en el hecho que es el conjunto de todos los

racionales que son fracciones decimales.
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6.6.3 Acerca de la expresiéon decimal de los racionales de Q,

Sea r un racional perteneciente a Qg, es decir r es una fracciéon decimal y por lo tanto podra
a
expresarse como r = —.
10n
Ahora, a es un entero y se puede representar en base 10 como :

a=up-10F +up_q - 10571 4 4wy - 10 + w,
o en su forma cifrada:
a4 = UkUk—1..-ULTUQ.

Luego

a w108 g 10PN b - 10 +ug
T 107 ‘
Note que aqui, k puede ser mayor, menor o igual que el natural n.

r

Veamos qué pasa cuando k > n

_ 10k+ 10’6*14r by 1O 10"t N 10 . uo
R T LT/ D Un g TR T on R TIORTIT

y utilizando las leyes de potencias se obtiene:
r=up - 107 fug - 105 ™ g, g 10T e g 10T g - 107

Observemos que esta ultima expresién, tiene a primera vista el aspecto de un polinomio
evaluado en z = 10. Sin embargo, una observacién méds atenta nos permite ver la presencia
de potencias negativas de 10. En algunas ocaciones la expresién se denomina forma pseudo
polinémica, para destacar el hecho que tiene una parte polinémica y otra que no lo es.
Esquemédticamente

r=ug o 105 fug g 10P T e w107 g - 10T g - 1077

parte polinémica parte no polinémica

~
forma pseudo-polinémica

Introducimos la notacién

a
' = —— = UkUk—1..-Up Up—1..-ULTUQ
10m N
coma decimal
donde los coeficientes desde ug a u, son los coeficientes de la forma polinémica y los u,_1

hasta ug corresponden a la parte no polinémica.
Aqui hacemos la siguiente convencién: introducimos el simbolo “” llamado la coma deci-

mal, para separar los coeficientes de la forma polinémica, de los coeficientes de la forma no
polinémica.
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Con esta convencién, resulta:
T =UpUk—1-.-Up,Unp—-1...ULUQ.

A las cifras ug, ug_1, . . . , u, las llamamos cifras enteras, y las cifras u,_1 ... uijug las llamamos
—_———

n cifras
decimales, y la expresién
UpUk—1 -+ - Up,Unp—-1...ULUQ

se le llama la expansién decimal (o expresién racional) del racional r.

El razonamiento anterior se hizo para k > n; sin embargo, nada impide hacer el mismo
razonamiento para k = n y k < n. Para k = n, resultard una situacién similar solamente que
habrd una sola cifra entera, y para el caso k < n podrd completarse la forma polinémica que

expresa a con las potencias 107,107 1, ..., 10*T!, con coeficientes nulos.
Caso k=mn:
a Up - 10" + Uy - 10" L - 4wy - 10 4+ ug
T = —_— =
107 10m

= Uy + Up_1- 107 4+ g - 1017 4+ 41077,

asi que la expresién decimal del raciona r resulta ser:

r= % = Up, Up—1....UTUQ.
Caso k< n:
a ups 107y g 1057 g - 10+ g
A TI 10"

_0-10"+ 010" 4 4 w107 g 10FT 4 g - 10+ ug

N 10m

= 0-140-107 4 +0- 10" 4y - 10F "+ - 4wy - 10177 +4pl0"

a

= WZO’ 0...0 upUp_1...u1uQ.

n—k—1 ceros

Todo lo anterior, puede resumirse en el siguiente resultado:

Teorema 6.1 Todo nimero racional perteneciente a Qg, es decir toda fraccion decimal,
puede representarse por su expresion decimal separando mediante una coma decimal n cifras,
contadas de derecha a izquierda, en la representacion de a, completando con ceros si fuera
necesarto.

19
Ejemplo 6.6.2 Sea r = 3 Claramente 8 = 23 - 50, y entonces r € Qq. Luego

19 19-5% 2375

8 23.5% 103’

T =
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y la expresion decimal de v serd:

19
=— =2,375.
r= ,
Ejemplo 6.6.3 Sea r = %. Observe que 200 = 23 - 52, y consecuentemente r € Q.

Luego
19 19 19-5 95

T 200 2852 2.5 103
y la expresion decimal de v serd

19
200 = 0,095.

Ejemplo 6.6.4 Sea r = %. Puesto que 1250 = 2 - 5%, se tiene r € Qq.
Luego
3 3-25 24

3.5t atgt qor - 00

r =

Un comentario

La nominacién niumeros decimales, es una forma un tanto convencional para referirse a los
numeros del conjunto Q. Note que si, por ejemplo, escribimos x = 23, 148 simplemente nos

estamos refiriendo al nimero racional: 2‘1’(1)?8. Veamos unos ejemplos adicionales.

Ejemplo 6.6.5 Considere el racional %. Determinar si este nimero pertenece al conjunto

Q4. En caso afirmativo encuentre la expresion decimal.

1352
Note que: 625 = 5% -2, y por lo tanto 63255

€ Qq. Luego

1352 1352 1352-2%  (1352)(16) 21632
625  5%.20 5424 (0t 10%

y la expresion decimal serd
1352
—— = 2,1632.
325 ’

Ejemplo 6.6.6 Considere la expresion decimal x = 0,012. FEscribir la fraccidn irreducible

que tiene esa forma decimal

12 3
12=—" ="
0.012= 155 = 259

6.6.4 De regreso al conjunto de los racionales Q,

Si volvemos la vista, por un momento, al conjunto de los racionales QQg, nos percatamos que
cada racional r € Qg lo hemos podido expresar en forma decimal con un nimero finito de
cifras decimales. Las pregunta natural es si esta propiedad seguird siendo vdlida para los
racionales pertenecientes a Q). Desafortunadamente la respuesta es no.
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En efecto, sea r € Q, y supongamos que lo podemos expresar con un nimero finito de cifras
decimales. Es decir, supongamos que existen uy, ug_1, ..., ug tales que:

r=UpUk—1-.-Up,Unp-1...ULUQ.
En tal caso se tiene
UpUk_1 -+ UpUp_1 - .. ULUQ
N 107 ’
y resulta que r € Q. Pero esto es imposible, dado que Q, N Qg = 0.

De esta forma, los racionales que pertenecen a @, en caso de tener una expresién decimal,
ésta deberd contener un nimero infinito de cifras decimales.

6.6.5 Unas palabras sobre la divisién en

Consideremos un racional ¢. Recordemos que este racional expresa el cociente entre los
enteros a y b, con b # 0. Nuestro propdsito serd encontrar una expresién decimal para este
cociente.

Para los enteros a y b sélo existen dos alternativas:

e o es multiplo de b, 6

e ¢ no es miltiplo de b.
Si ocurre lo primero, es decir si a es un miltiplo de b, existe un entero ¢ tal que:
a=b-q,

y por lo tanto

resultando que § € Q.
Si ocurre la segunda alternativa, es decir si @ no es miltiplo de b, por el algoritmo de la
divisién existen g y r enteros tinicos, tales que

a=bg+r,con0<r<hb.

i Que hacer en caso de que a no sea miltiplo de b?

Un posible camino, es intentar dividir r por b, pero como r < b, al efectuar esta divisién se
obtiene cociente igual a cero y resto igual a r, lo que no conducird a ningin lado.

Vamos a introducir lo que se llama el primer paso de la divisién decimal de a por b. Este
procedimiento consiste en dividir el resto de la divisién, previamente multiplicando po 10,
por el denominador b.

Entonces, para 10 - r y b hay dos alternativas:

e 10 -7 es multiplo de b
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e 10 -7 no es miltiplo de b

Si se da la primera alternativa, existe q1 € Z tal que:

10r = ¢1 b,

y en este casor = b - ‘1%, y remplazando se obtiene:

a:bq+T:bq+b-2—b(q+QI>.

10 10
Es decir a 7
— 41
AT

En este caso, 3 es una fraccién decimal y en consecuencia 3 € Qg. Ademis, la expresién

decimal serd a

g =4q,q1-

En caso de darse la segunda alternativa, es decir que 10r no sea miiltiplo de b, existen ¢; € Z
y r1 € Z tales que:
10r =bg1 +71, 0 <7y <b.

Note que 0 < ¢1 <9, y se tiene:

q1 71
—p.
" 10 T 10

Reemplazando en la expresién para a, se tiene:
a1 71 q1 71
= bg+b B b( —) n
1010~ 10) T 1o

_ LU T
BT T A ST

y a partir de aquf reiteramos el procedimiento anterior que es lo que se llama comnimente
segundo paso de la divisién decimal de a por b. Es decir, vamos a dividir 1077 por b.

> o

Nuevamente, para 10r; y b, existen dos alternativas:
e 107; es miiltiplo de b,
e 1077 no es multiplo de b.
Si ocurre la primera alternativa, es decir si 10r; es miltiplo de b, se tiene que:
1071 = gob,

lo que implica que 71 = b - % y se obtiene:

a q1 q2
T =0+ -+t 5 =¢nqg

b 10 102
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Note que 0 < ¢ < 9.
Si lo que se da es la segunda alternativa, es decir si 10r; no es miltiplo de b, se tiene que
existen qg € Z y 73 € Z tales que

1071 = bga + 172, 0 < 19 < b.

Luego:
oy 2T
! 10 10’
y remplazando:
T
b~ 410 102 T 107

Antes de seguir reiterando los pasos de la divisién decimal, vamos a tratar de sacar algunas
conclusiones.
Después de todo esto, uno podré preguntarse: ; Qué es la divisién decimal en Q7

Para nosotros, divisiéon decimal en Q es el procedimiento que se puede aplicar a todo racional —

v que se reduce a dividir a por b y sucesivamente los restos no nulos, previamente multiplicados
por 10. Vamos a decir que los cocientes ¢, g2, ... que se obtienen en las diferentes etapas de
la divisién decimal de a po b, asi como los restos 71,79, ..., se denominan cocientes y restos
decimales parciales.

En el paso n-ésimo de la divisién decimal de a por b, se presentan dos alternativas posibles:

e 107, 1 es miiltiplo de b, 6

e 107r,_1 no es miltiplo de b.

. . . a
Supongamos que se da el primer caso; es decir el resto 7, = 0. Entonces, el racional 3 € Qq.

En efecto, razonando de manera andloga al paso uno y al paso dos, se tiene:

a="b\qq1q2...qn
—

n cifras

lo que implica que

a
gzq,fhﬁ---qn

a

y entonces 3 € Qg. Por lo tanto, podemos afirmar:

Si la divisién decimal de a por b, tiene un nimero finito de pasos, o sea si finaliza al obtener
a . .

un resto nulo a los n pasos, entonces — es una fraccién decimal y puede expresarse en forma

decimal de la manera siguiente: su parte entera es el cociente entre a y b y las cifras decimales
son los sucesivos cocientes parciales obtenidos en los n pasos de la divisiéon decimal.
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. Tenemos

3
125
4357 = 125 - 34 + 107,

Ejemplo 6.6.7 Consideremos el racional

as? que a = 4357, b =125, ¢ = 34 y r = 107. Primer paso de la division decimal:
10r = 1070 = 125 - 8 + 70,

de donde g1 = 8 y r1 = 70. Sequndo paso de la division decimal:
10y =700 = 125 -5 + 75,

y entonces g = 5, ro = 75. Tercer paso de la division decimal:
10ry =750 = 125 -6 + 0,

y obtenemos q3 = 6, r3 = 0. Obtenemos, entonces, que:

4357 34856 4357
25 34,856 = 105 y consecuentemente 15 € Qq.

Este procedimiento que acabamos de realizar, ;No le recuerda la escuela? Claro! Se trata
del conocido mecanismo de bajar ceros que nos ensefié la nina.

L

r x10 q,q1G2...

1 x10
T2 x10
T3 x10

Ahora, resulta totalmente natural preguntarse ;Puede la divisién decimal de a por b tener un
numero infinito de pasos? Es decir ; Puede darse el caso en que esta divisién no termine? Para
tener idea del problema, consideramos el racional % Observe que esta divisién no termina
pues en cada paso, se obtiene un resto igual a 1. Sin embargo, nimeros racionales como %
tienen la propiedad de que los cocientes parciales son todos iguales a tres. Es decir, hay una
cantidad infinita de cocientes parciales, pero estos se repiten periédicamente.

Ahora: jSera cierto que una divisién decimal infinita los cocientes parciales se repiten con
alguna periodicidad?

Veremos a continuacién que, afortunadamente, la respuesta es afirmativa.

Consideremos las siguientes desigualdades:

a = bg+r;con0<r<b
10r = bgr+ri;con0<7r; <b
10r; = bga+r19;con0<719 <)
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Todos los restos parciales son mayores que 0 pero menores que el denominador b.
Por lo tanto, si efectuamos la divisién de manera indefinida, los restos:

T1,72y ooy Thy. .
deben ser positivos y menores que b.
0<r;<b, coni=1,2,3,..

Sin embargo existen b — 1 enteros positivos menores que b (los nimeros comprendidos entre
1y b—1); es decir, los r; tienen un nimero finito de valores posibles a tomar y como hay
un numero infinito de restos, necesariamente estos restos deben repetirse a partir de cierto
momento. Supongamos, por ejemplo, que el resto del paso n; denotado por r,, es el mismo
que el del paso k anterior a n; es decir r, = r.

De aqui resulta que:

gn+1 = qk+1,

y los cocientes parciales comienzan a repetirse a partir de ¢,41, y esto origina un periodo
cuyas cifras son los cocientes parciales qi+1 desde hasta ¢,. En tal caso se denota:

=4q,q91-.-9gqk+1 - - - qn

Salls

Desde luego que, el cociente g1 (primera cifra del periodo) puede coincidir con ¢ si el resto
que se repite coincide con 7. En este caso, el periodo de los cocientes parciales comienza
inmediatamente después de la coma decimal.

Resumimos:

Si la divisién de a por b da un mimero infinito de cocientes parciales, estos
necesariamente se repiten de manera periédica. El perfodo puede comenzar
inmediatamente después de la coma decimal, o luego de un nimero finito

de cifras.

Ejemplo 6.6.8 Considere el racional 23, dividiendo:

277
23 27
23 x10 0,851
14 x10
5 x10
23

Como r3 =, resulta que q4 = q1, de donde resulta que el cociente parcial siguiente valdrd 8,
y 851 serd el periodo. Notacion g—g = 0,851, lo cual significa que: g—‘;’ =0,851851851....
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Ejemplo 6.6.9 Considere ahora el racional %. Efectuando la division decimal, se tiene:

4177 33300
4177 x 10 0,12543
8470 x 10
18100 x 10
14500 x 10
11800 x 10
18100

Claramente, ro = r5 y consecuentemente gg = g3, 0 sea gg = 5 y el perfodo resulta ser: 543,
siendo la parte no periddica las cifras 1,2, las cuales dicho sea de paso no volverdn a aparecer

como cocientes parciales. Asi:

4177 _
a3300 = 0 12583,

Cuando el perfodo comienza inmediatamente después de la coma decimal, se llama forma
periédica pura, y a las otras se les llama formas periddicas mixtas.

6.6.6 Ejercicios

9 129 1234 37 1 1
) 7 37749

) 3 . ; . 3 9 129 1234 37 1
1. Halle las expansiones decimales de £, 57, =, §599> 505 31

2. En cada caso, halle el nimero racional correspondiente a la expansién decimal dada:

0.00001111, 4.323232, 4.32, —1.9, 0.6667, 0.6, 0.123456789, 0.1232345

3. Demuestre que si a € Q tiene expansién decimal ¢, aqas ..., entonces para cada n € N
se tiene
T DL P TS A .
—+...+—<a — ot —.
7 10 on =971 10m " 107

4. Halle la expansién decimal de

1 n+1
— —1
ot —1 (10)

9-107 T
10

Recuerde que:
rtl

l+r4+...+rt=——.
r—1

5. Sir es un racional positivo, demuestre que existe n € N tal que + < 7.

n

6. Para todo racional z, [x] denota su parte entera
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10.

11.

12.

13.

14.
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(a) Demostrar que [z + y] > [z] + [y]
Jque podemos decir de la diferencia? [z + y] — ([z] + [¥])
(b) Demostrar que [z — y] < [z] — [¥]

ique podemos decir de la diferencia? [z] — [y] — [= — ]

(c) Sea n € N*. Demostrar que

H[[:Lfﬂﬂ:[[m]], y :z;é|[$+ﬂz[[nm]].

(Cudles de los siguientes nimeros racionales son decimales?

w5 ol 1 3 a2
675 1607 4257 47007 10240° 150

17n

. Determinar los n € N tales que =%* sea un nimero decimal.

6

. Sean x , y nimeros racionales que satisfacen la ecuacion: = + y = %. Demostrar que x

e y son nimeros decimales.

Seana,b,c,d,e, fnimeros b-ddicos. Encontrar una condicién necesaria y suficiente
para que los racionales x, y que satisfacen las ecuaciones: ax +by = ey cx +dy = f
sean numeros b-ddicos.

Encontrar los nimeros k para los cuales existen dos cifras, a y b , tales que la suma de
los numeros racionales reprensetados, en numeracién decimal, por " a,b" y " b,a " sea

k.
. : . 2, 15 | 3 1, 1
Comparar estos dos nimeros racionales: 4+ {5+ 1 + 53 Y 4+ 5+ 153

Determinar los nimeros racionales reprensetados por la fraccién de denominador posi-
tivo menor que 10 y cuya aproximacién decimal de orden 1 es 3,4.

SeaxeQtalque 0 <z <lyseay=1—=x.

(a) Demuestre que si  no es un nimero decimal, entonces y tampoco es un nimero
decimal.

Sea {g& la aproximaciéon decimal de orden n de z . ;Cudl es la aproximacion

decimal de orden n de y 7

Demostrar que la suma de dos cifras del mismo rango en la reprensetaciéon decimal

de x eyes9.

(b) Si x es un numera decimal. ;Como se modifican los resultados de la pregunta
anterior?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea b un entero mayor que 2.

(a) Sea a un entero tal que 0 < @ < b —1 . Encontrar la representacién ilimitada, en
base b, del niimero racional ;%5.
Use el resultado anterior para encontrar la expansién decimal (repesentacion ilim-
itada en base 10) del racional .

(b) Sea o € N*. ;Cémo se pasa del desarrollo ilimitado de un nimero racional en base
b* a su desarrollo ilimitado en base b ?

(c) Sean a y o’ dos enteros tales que 0 <a<b—1y0<d <b-—1;seaz el entero
representado en base b por aa’. Encontrar la representacion ilimitada (desarrollo
ilimitado) en base b del nimero 3.

Sugerencia: ﬁ =5l = b% - —L— y utilice el hecho de que
S ) 1-%

3 =14+2+t4+15...

d) Generalice el resultado de la pregunta ¢ y use la generalizacién para encontrar la
1 4512

expansion decimal (desarrollo ilimitado en base 10) del racional gggs -
Sea r un nidmero racional cuya representacién canénica estd dada por: ﬁ , donde d;
y d2 son mayores que 1 y primos relativos.

(a) Demostrar que existen enteros p y ¢ tales que: ﬁ = ;41 + %.
(b) Demostrar que existe una infinidad de tales descomposiciones.

(c) Demostrar que existen enteros e, v1, vy tales que: ﬁ = e+g—1+g—§, con 0 < vy <dy
y0<v < ds.

(d) Demostrar que e es tinico, luego que v1 y v2 también son tnicos.

(e) Efectuar esta descomposicién para a = 11,d; = 2,ds = 3.

Sea m la representacion canénica de un racional dado, donde los d; son mayores
que 1 y primos relativos dos a dos. Demostrar que existen enteros e, v1,vs, . .., v, Gnicos

tales que: m:e+%+g—;+...+g—z,0<v1<d1,0<v2<d2,...,0<vn<dn.

n

Demuestre que todo nimero b-adico positivo y menor que 1, es igual a la suma de
nimeros b-ddicos de la forma 3z con k> 0y 0 < a < b. Demostrar que esta descom-
posicion es unica.

Demostrar que todo nimero racional es la suma de un entero y nimeros de la forma 1% ,
donde p es primo, 0 < a < p y k es entero positivo. Demostrar que esta descomposicién
es Unica. Efectuar esta descomposicién para el racional %.

Sea a y b dos nimeros naturales.
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21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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a+x
btz

(b) Demostrar que para todo racional positivo h, existe un entero N tal que = >

(a) Para z un natural cualquiera, comparar los nimeros racionales 7 y

a+x
N = -1 <h
b+
1
Sea z un racional no nulo. Encontrar los nimeros racionales y tales que x -y y £ sean

enteros.

Sean a, b, ¢, d enteros naturales tales que a <b<cy ¢ =5 .

(a) Comparar cy d.
(b) Comparar a+dy b+ c.

12n4-96

w14 Sea un entero.

Encontrar los nimero naturales n tales que

Sea a, b, ¢ enteros positivos. Demostrar que si |b — ac| > ¢, existe al menos un natural

n tal que ‘m:b es entero.

Demostrar que cualesquiera que sean a, b, ¢ existen al menos dos naturales n tales que
“”H’ es entero. ;Bajo qué condicién se puede afirmar que existee tinicamente dos?

Sea n € N encontrar expresiones simples para las sumas:

n

1 1
Sp=) ———F» Th=) —F——.
;_:lp(erl) I;p(w?)

Denotando E = {S,, : n € N}, FF = {T,, : n € N}, demostrar que E y F son dos sub-
conjuntos acotados superiormente de Q.

Sean a 'y b enteros que satisfacen 0 < a < b. Demostrar que existe un entero positivo g,
s 1 U
dnico, tal que : 7 +1 << q , ¥ que 7 — 57 se escribe en la forma 7, con u y v enteros

g+1
positivos que verifican v < a y v > b.

Sean n y k enteros positivos, escribir el nimero racional m como la diferencia de
dos racionales representados por fracciones de numerador 1.

Demostrar que todo nimero racional positivo es la suma de un nimero natural y un
nimero finito de racionales positivos representedos por fracciones de numerador 1. Es-
criba bajo esta forma el racional %

Dados dos naturales n y k, demostrar que es la suma de n racionales repre-

n
nl(k+1)
sentados por fracciones de numerador 1 y denominador de la forma p!(k, + 1), donde
0 <p <n—1ylos k, son enteros positivos. Demostrar que si p < p’ entonces k, divide

a ky
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31. Comprobar que cada uno de los siguientes nimeros es un racional:
a) r = /20 + 142 + /20 — 14y/2.
b)r =2 (V7443 - V/T-1V3)
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Capitulo 7

El paso de los racionales a los reales

El lector probablemente esté familiarizado con el conjunto de nimeros reales como campo
totalmente ordenado, y posiblemente su estudio de este sistema numérico haya sido hasta el
momento axiomdtico. Es importante tener claro que mientras no se hable de completitud,
no podemos realmente diferenciar los campos ordenados Q y R. Es decir, las propiedades
algebraicas y de orden, o axiomas de campo y de orden, que se enuncian cominmente, son
satisfechas tanto por el conjunto de los racionales como por el de los reales. Nuestro primer
objetivo en el presente capitulo es entender qué significa la completitud, y cémo hacer para
expresarla de una manera analitica.

7.1 Incompletitud de Q

7.1.1 Incompletitud geométrica

Tal vez el hecho mas conocido de la incompletitud de los nimeros racionales, es su incapacidad
para “llenar” la recta numérica, como lo demuestra el teorema de pitdgoras. Tomemos por
ejemplo un cuadrado de lado 1. Si los ndmeros racionales han de servir para representar la
medida de cualquier segmento de recta, la medida de la diagonal deberfa ser cierto racional
r, v por el teorema de pitdgoras se tendria 72 = 12 + 12 = 2. Sin embargo, el lema 6.3.1
demuestra que no existe tal r.

Esto demuestra que efectivamente hay puntos sobre la recta numérica que no corresponden
a numeros racionales.

B
N

El mismo argumento demuestra el siguiente lema.

171
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2:

Lema 7.1.1 Sin € N no es cuadrado perfecto, entonces no existe r € Q tal que r n.

Prueba a
Suponga que s{ existe tal r, y tomemos su representacién candnica r = 7 Tenemos entonces

que a y b son primos relativos, y por el ejercicio 6 del capitulo anterior se sigue que a® y b2
lo son. Dado que a? = nb?, se sigue que (a2, b2) =12, de donde b = 1. Pero entonces r serfa
natural, lo que contradice la hipétesis. [

7.1.2 Otras evidencias de la incompletitud de los racionales

Con el estudio de las expansiones de numeros racionales, se demuestra que todo numero
racional tiene una expansién decimal de la forma

ao, @103 .. .0y . . . (7.1)

donde ag es un nimero entero y a,, € {0,1,...,9} para cada n > 1.

Surge aqui la pregunta: ;Sera cierto que toda expresién de este tipo tiene asociado un nimero
racional? La respuesta es negativa, dado que la expansién de un racional es siempre periédica.
Por ejemplo:

2 = 1,666...=1,6
% = 0, 142857142857... =0, 142857
En general, sir € Q tiene expansién ag, aiaz . .., entonces existen n, p € N tales que ajq, = ay,

para todo k > n.
Como consecuencia, existen muchas expansiones que no corresponden a nimeros racionales.
Por ejemplo:

0,10100100010000100000. . .

En esta expansion aparece un “uno” seguido de cierta cantidad de ceros que se va incremen-
tando sucesivamente, y consecuentemente no es periédica. Otro ejemplo lo podemos obtener
si definimos ag = 0, a, = 3 para n primo, y a, = 5 en los demds casos. Obtenemos una
expansion que comienza asf:

0,5335353555353555353 . . .
De hecho, esto sugiere una manera de definir los nimeros reales, como expresiones formales
del tipo (7.1).
7.1.3 Versién analitica de la incompletitud de Q

Pensemos en un punto P sobre la recta "numérica". Es intuitivamente claro que este punto
determina dos conjuntos de racionales: El conjunto A de racionales que se ubican a la izquierda
de P, y el conjunto B de los que se ubican a la derecha. Tales conjuntos satisfacen:

Para cada z € A y cada y € B se tiene x < y. (A y B adyacentes)
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Ejemplo 7.1.1 Si P es el punto que corresponde al ndmero 3, se obtiene:
A={r€Q:2<3}y B={zxe€Q:z >3}

Ejemplo 7.1.2 Si P es el conjunto que corresponde a la diagonal de un cuadrado de lado 1,
entonces
A=Q U{zecQ":2? <2}, B={zcQ":2%>2}.

En el primer ejemplo, existe un racional » = 3 tal que x < 3 < y para cada x € A y cada
y € B. En el segundo caso, no existe tal r, pues de existir no serfa dificil demostrar que r? = 2,
y esto es imposible como se ha demostrado. La diferencia entre Q y R radica, especificamente,
en que en R siempre es posible hallar un « tal que x < o < y para cada x € Ay cada y € B.

7.2 Axiomatizacion de los nimeros reales

Las ideas de la seccién anterior nos convencen de que es posible efectuar la construccién de
R a partir de Q, y nos muestran cémo la intuicién geométrica ayuda a elaborar conceptos de
una manera rigurosa. Una construccién detallada de R apartir de Q se hace en los anexos.

En lo que sigue, se hard una presentaciéon axiomética del conjunto de los niimeros reales.
Asumiremos la existencia de un conjunto, cuyos elementos llamamos niimeros reales. Suponemos,
ademads, que este conjunto estd dotado de dos operaciones internas -una suma y una multiplicacién-
y de una relacién de orden “ < ”; que cumplen con tres grupos de axiomas que describiremos

a continuacion.

1. Axiomas de campo,
2. Axiomas de orden,

3. Axiomas de completitud o axioma del extremo superior.

7.2.1 Axiomas de campo
Las operaciones suma y multiplicacién cumplen los siguientes axiomas:

Axioma 7.2.1 La operacién suma es cerrada. Es decir, para a,b € R se tiene a + b € R.
Esta propiedad nos garantiza que

+ :RxR —- R
(a,b) — a+b

Axioma 7.2.2 Para todos a, b € R, se cumple: a +b =0+ a.
FEsta propiedad se llama conmutatividad de la suma.
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Axioma 7.2.3 Para todos a,b,c en R, se cumple:
a+(b+c)=(a+b)+ec.
FEsta propiedad se conoce como la asociatividad de la suma.
Axioma 7.2.4 Eriste 0 € R tal que
a+0=04+a=a, Va €R.
Esta propiedad se le conoce como la existencia del neutro aditivo.
Axioma 7.2.5 Para todo a € R, existe —a € R tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.
El elemento —a se llama el inverso aditivo de a.

Axioma 7.2.6 La multiplicacion es cerrada. Es decir, para a,b € R se tiene a -b € R. Esta

propiedad nos garantiza que
-:RxR — R
(a,b) — a-b

Axioma 7.2.7 Para todos a,b € R, se tiene que
a-b=>b-a.
Esta propiedad se llama la conmutatividad del producto o multiplicacion.
Axioma 7.2.8 Para todos a,b y c en R, se tiene que
a-(b-c)=(a-b)-c.
Propiedad que se conoce con el nombre de asociatividad del producto.
Axioma 7.2.9 Eziste 1 € R, 1 #0, tal que
l-a=a-1=a, YVaeR.

Esta se conoce como la existencia del neutro multiplicativo. El hecho de que 1 # 0 nos garantiza

R # {0}.
Axioma 7.2.10 Para todo a € R, a # 0, existe a~' € R tal que
a-a " =a -a=1.

Esta propiedad se conoce como la existencia del inverso multiplicativo para los nimeros reales
diferentes del 0.
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Axioma 7.2.11 Para todos a,b,c en R, se cumple:
(a+b)-c=a-c+b-ec.
FEsta es la propiedad de distributividad de la multiplicacion con respecto a la suma.

De los axiomas de campo que acabamos de enunciar, se pueden deducir todas las “leyes
usuales” del algebra elemental de nimeros reales. A continuacién, se enuncian estas leyes y
se demuestran algunas de ellas.

Teorema 7.1 Los elementos O y 1 son unicos. Fs decir, O es el inico neutro de la suma, y
1 es el tinico neutro de la multiplicacidn.

Demostracién
Demostraremos la unicidad del cero, y dejamos la del uno como ejercicio. Supongamos que
0’ € R es otro neutro de la suma, lo cual quiere decir que a + 0/ = a para todo a € R.

Entonces tenemos
00 = 040 (por ser 0 un neutro)
=0 (por ser 0/ un neutro). OJ

Teorema 7.2 (Ley de cancelacion de la suma) Sean a,b y ¢ nimeros reales cualesquiera. Si
a—+c=b+c, entonces a = b.

Demostraciéon
Si a+ c= b+ ¢, sumando el inverso aditivo de a en ambos lados de la igualdad, se tiene

(a+c)+(=¢) = (b+c) + (—0),
de donde por la asociatividad de la suma resulta
a+ (c+(—¢))=b+ (c+ (—¢)).

Es decir a + 0 = b+ 0, y el resultado se sigue por el axioma 7.2.4. [

El argumento anterior se puede resumir como sigue:
a=a+0=(a+c)+(—c)=0b+c)+(—c)=b+0=0.
El lector puede demostrar en forma similar la ley de cancelacién de la multiplicacién.

Teorema 7.3 (Ley de cancelacion de la multiplicacion) Sean a,b y ¢ nimeros reales cua-
lesquiera, con ¢ #0. Sia-c=b-c, entonces a = b.

Puede ilustrar en un ejemplo que la hipétesis ¢ es imprescindible.

Teorema 7.4 Sean a,b € R. Entonces existe un unico x € R tal que x+a = b. En particular,
el inverso de a es tnico.
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Demostracion
Tomando z = b+ (—a) se tiene

r+a=b+(—a)+a=b+0=h.

Para la unicidad, supongamos que existe otro nimero real ’ que también cumple: =’ +a = b.
Entonces 2’ +a = x+a, y por la ley de cancelacién de la suma se sigue que 2’ = x. Finalmente,
aplicando esto con b = 0 se tiene que existe un tnico x tal que x + a = 0, demostrando la
unicidad del inverso de a. [

Teorema 7.5 Sean a,b € R, con a # 0. Entonces existe un unico niumero real y tal que
ay = b. En particular, el reciproco de a es unico.

Demostracién
En efecto, basta tomar y = b-a~'. Los detalles son anslogos del teorema anterior, y se dejan
de ejercicio. [

Teorema 7.6 Para todo a € R se tiene — (—a) = a. Ademds, si a,b € R tenemos
— (a+0b) = (—a)+ (-b).

Demostracién
Note que — (—a) significa el inverso aditivo de —a. Como —a + a = 0, la unicidad del inverso
aditivo de —a demuestra que a = — (—a).

Para la segunda parte, observe que por la asociatividad y conmutatividad se tiene
((ma)+(=b)+(a+b)=—a+(-b+b)+a=—-a+a=0,

y por la unicidad del inverso se tiene que (—a) + (=b) = —(a +b). O
Similarmente se demuestra el siguiente teorema.

R Ademds, si a # 0 # b entonces

Teorema 7.7 Para todo a # 0 se tiene (ail)
(ab) "t =a"tp7L.
Teorema 7.8 (Propiedad absorvente del cero) Para todo a € R, a-0=0-a=0.

Demostracion
Sabemos que 0 + 1 = 1, y entonces

a=a-1=a(0+1)=a-0+a-1=a-0+a,

y por la ley de cancelacién de la suma resulta a - 0 = 0. O



A. Duarte & S. Cambronero 177

Teorema 7.9 Sean a y b dos nimeros reales. Entoces a-b=0 siia=06b=0

Demostracién
Sia=0o0b=0, por la absorvencia del cero se obtiene a - b = 0.

Reciprocamente, supongamos que a-b = 0 y demostremos que a =0 6 b = 0. Si a = 0 no hay
nada que demostrar. Si a # 0, por la ley de cancelacién del producto se obtiene b = 0. [J

La propiedad anterior indica que en R no existen divisores de cero. Por otro lado, note que
como una consecuencia inmediata de la propiedad anterior, se obtiene el siguiente resultado:

Sia,beR, entonces a # 0 # b < ab # 0.
El siguiente resultado es una manera de escribir la ley de signos.

Teorema 7.10 Sean a,b € R. Entonces:

Demostracién
Vamos a demostrar la parte (i ). Las partes (ii ) y (iii ), se dejan como ejercicio para el
lector. Tenemos

a(—b) +ab=a[(-b)+ b =a-0=0.

Es decir, el nimero a(—b) también es el inverso aditivo de ab, y por la unicidad a(—b) = —(ab),
y esto es lo que se queria demostrar. [

Como consecuancia de la ley de los signos, es inmediato que (—1) - a = —a. En efecto,

(-1)-a=—-(1-a) = —a.

7.2.2 Calculo de cocientes

. . P _ 1. a
Si a y b son nimeros reales, b # 0, entonces el nimero ab~! lo escribimos como 7Y a este
nimero real lo llamamos el cociente de a por b. Note que:

a a
1= Sia # 0, entonces — = 1.
a

Teorema 7.11 Sean a,b,c y d niumeros reales, b # 0 y d # 0, entonces

ad + cb

ac

e c_a ¢
b d bd b

LC
d bd



178 A. Duarte & S. Cambronero

Demostracion
pg = (@) (ed
= ac-(b71d™)
= ac-(bd)!
_oac
A
Por otro lado
%—}—2 = ab t4ed?t

= a-(dd') b +c-(bb71) a7t
= ad-(bd)"' +cb- (ba)™!
ad + cb

= (ad+cb)- (bd)™! = O

Teorema 7.12 Para todos a,b € R, b # 0, se tiene que % =0&a=0.

Este resultado es una consecuencia inmediata del hecho que R no posee divisores de cero.
Note que si a # 0, entonces

dado que

() ) —a ) et

7.2.3 Axiomas de orden

Se acepta la existencia de un subconjunto P C R (el conjunto de los nimeros reales positivos)
que cumple las siguientes propiedades

Axioma 7.2.12 Sia€ P y b€ P, entonces a+ b € P.

Axioma 7.2.13 Sia € P y b€ P, entonces ab € P.

Axioma 7.2.14 Para todo a € R, si a # 0, entonces a € P o bien —a € P. Ademds 0 ¢ P.
Los elementos del conjunto P los llamaremos nimeros reales positivos. Al conjunto P U {0}

lo denotaremos por R*. Si un niimero no es positivo ni cero, decimos que es negativo. Esto
es, a es negativo si —a es positivo.
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Definicién 7.2.1 Dados a,b € R, ponemos a > b (se lee “a mayor o igual que b ”) si
a—0beR". Ponemosb<a sia>b. Ponemosa>bsia—beP (osea, sia>bya#b)y
b<a sia>b. Note quea >0 siia € RT, y que a > 0 sii a es positivo.

A partir de aqui, se demuestran todas las leyes que rigen el comportamiento de las desigual-
dades. Veamos algunas de ellas.

Teorema 7.13 Sia € R, entonces a y —a no pueden ser ambos positivos.

Demostracién
En efecto, si ambos fueran positivos, entonces por el axioma 7.2.12 se tendria 0 = —a+a € P,
lo cual contradice el axioma 7.2.14. [J

Teorema 7.14 El “uno” es positivo. Esto es: 1 > 0.

Demostracién

Por el axioma 7.2.14, sabemos que 1 € P 6 —1 € P. Si 1 no fuera positivo, entonces —1
serfa positivo, y por el axioma 7.2.13, se tendria que (—1)(—1) es positivo. Pero sabemos que
(—=1)(—1) = 1, y entonces se contradice el teorema anterior. En consecuencia, el 1 es positivo.
O

Observacién: Note que del axioma 7.2.12 se concluye que:
a>0b>0=a-+b>0.
Teorema 7.15 La relacion < es de orden total en R.

Demostracion

Por definicién se tiene que a < a para cada a € R, y esto es la reflexividad.

Para la antisimetria, supongamos que a < by b < a. Entoncesb—a>0ya—-b6>0.Siayhb
fueran distintos, se tendria x = b— a # 0, pero entonces x y —z serian ambos positivos. Esta
contradiccién nos permite concluir que a = b.

Finalmente, sia < by b<c¢,setieneb—a >0y c—0b >0,y por la observacién anterior:

a—c=(a—b)+(b—c)>0,
de donde resulta que a > c. Esto demuestra la transitividad. [J
Teorema 7.16 (Compatibilidad del orden con la suma) Sean a,b,c en R. Entonces
a>bsa+cec>b+e.

Demostracion
En efecto

(a+c)—(b+c)=(a+c)+(=b+(—¢)=a+(c+(—¢))+ (=b) =a+ (=b) =a —b,
de donde a —be Rt siysolosi (a+c¢)—(b+c¢) e RT. O
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Teorema 7.17 (Compatibilidad del orden con el producto) Sean a,b,c en R. Sia < by
¢ > 0, entonces ac < be. También, si a < b y c > 0, entonces ac < bc.

Demostraciéon
En efecto, de las hipétesis se tiene que b —a > 0y ¢ > 0, de donde ¢(b—a) > 0, esto es
¢b — ca > 0. Consecuentemente ac < be.

El siguiente teorema establece la ley de signos, y se deja como ejercicio:
Teorema 7.18 Sean a,b,c € R. Entonces

1. Sia>0yb<0, se tiene ab < 0.

2. 8ia<0yb<0, setieneab>0

Si multiplicamos ambos lados de una desigualdad por un nimero negativo, entonces la de-
sigualdad se invierte. El siguiente teorema expresa este hecho, y su demostracién se deja
como ejercicio.

Teorema 7.19 Sia <b yc <0, entonces bc < ac
Finalmente, el lector puede verificar las propiedades siguientes.
Teorema 7.20 Sean a,b,c € R. Entonces

1.a>0=a1>0

1 1
2.a>b>0=> - > —
b a

3. a?+ b2 > 2ab
4. a>1=a>>a

5. 0<a<1=a>ad2

Los axiomas de orden, nos permiten introducir la nocién de intervalos en R.
Sean a y b nimeros reales tales que a < b. Denotamos por |a,b| al conjunto de todos los
nimeros reales comprendidos entre a y b. Es decir,

Ja,b={z € R:a <z <b}.
Dicho conjunto se llama intervalo abierto con extremos a y b. Andlogamente,

[a,b) ={r eR:a <z <b}



A. Duarte & S. Cambronero 181

se llama intervalo cerrado de extremos a y b;
[a,b] ={x € R:a <z < b}
la,b) ={z € R:a <z <b}

se llaman intervalos semiabiertos y finalmente, se tienen los intervalos no acotados de la
forma:
la,+oo[={x € R: 2z > a}

[a,+oo[={x eR:2z>a}
|—00,al ={z eR:x <a}
|—o0,al={r€eR:z<a}.

De manera més general decimos que un conjunto I C R es un intervalo de R si:

para cada z,y € I, con = < y, se tiene que [z,y] C I.

Ejemplo 7.2.1 El conjunto A = [2,3[U{5} no es un intervalo, ya que 2 € A, 5 € A, y [2,5]
no es subconjunto de A.

Ejemplo 7.2.2 R* no es un intervalo, pues —1 € R*, 1 € R*, y [—1, 1] no es subconjunto de
R*.

Ejemplo 7.2.3 El conjunto A = {a: eRT: 22> 2} st es intervalo. En efecto, si a,b € A,
se sigue que a > 0 y a® > 2. Luego, para cada = € [a, b] se tiene

2 —a’*=(x—a)(z+a)>0,

de donde x> > a® > 2, asi que x € A. Esto demuestra que [a,b] C A.

7.2.4 Valor Absoluto

El valor absoluto de un nimero real x se denota |z|, y se define como el mayor de los nimeros
zy —x. Es decir
|x| = max (z, —x) .

T siz>0
2| =

Equivalentemente,

—x si x < 0.

Geométricamente, |z| es la distancia del origen al punto representado por z en la recta
numeérica. Similarmente, |z — y| es la distancia entre los puntos representados por z e y, en
la recta numérica. Observe que una consecuencia inmediata de la definicién es el hecho que

lz| =yl & (r=y 6 = —y)

A continuacién exponemos algunos resultados importantes acerca del valor absoluto. Para
comenzar observe que |—z| = |z|. Ademds, es evidente que x < |z| y —z < |z|. De esto se
concluye el siguiente teorema.
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Teorema 7.21 Para todo nidmero real x, se tiene que
— x| <z < |x|.

El lector puede también intentar una demostracion considerando los caso x > 0y x < 0 por
separado. Como una consecuencia del resultado anterior, se obtiene que:

Teorema 7.22 Si a > 0, entonces
lz] <ae —a<zx<a

Demostracién
Debemos demostrar que el lado izquierdo implica el lado derecho, y viceversa. Supongamos
primero que |z| < a y demostremos que —a < x < a. Primero, por el teorema anterior

z <|z| <a. (7.2)

y por el mismo teorema
—a < —z| <. (7.3)

Combinando los resultados (7.2) y (7.3), resulta
—a <z <a.

Reciprocamente, supongamos que —a < x < a. Entonces z < a 'y —z < a. Como |z| es igual
a z o —z, obtenemos |z| < a. O

Teorema 7.23 Para a,b € R tenemos que a®> < b? si y sdlo si |a| < |b|.

Demostracién
El resultado se obtiene de manera directa del hecho que

b* —a® = [b* —[af* = (|b] +|al) (6]  a]) -

Dado que |b| + |a| es siempre positivo (a menos que a = b = 0), el lado izquierdo es positivo
si y s6lo si |b] — |a| lo es. O

Nota: Observe que de igual manera se demuestra que a? < b? si y sélo si |a| < [b].
Teorema 7.24 Para cualesquiera nimeros reales x e y, se cumple:
(a) |z =0 2=0

(b) |zyl = [z] [y|

(c) |z +y| < |z|+ |yl



A. Duarte & S. Cambronero 183

El resultado (c) se conoce con el nombre de desigualdad triangular.

Demostracion
Las partes (a) y (b) se dejan como ejercicio.
Demostremos la parte (c): Sabemos que

—lel <z, -yl <y
Sumando estas desigualdades, se obtiene:
—(lzl+yh) <z +y. (7.4)
Andlogamente, de las desigualdades
<z, y<lyl

resulta que
z+y < |z + [yl (7.5)

Luego, combinando (7.4) y (7.5) obtenemos
—(lzl+yh) <z +y <l|z|+yl,
lo cual, por el teorema 22, es equivalente a
|z 4yl < [x] + [yl
Otra manera de probar la desigualdad triangular es la siguiente: Observe que
(a+b)? = a®+ 2ab+ b?
a® 4 2|al - |b| 4 b?

|af® +2lal - [b] + [b]*
= (lal +[b)?,

IN

y por el teorema 7.23 se sigue que |a + b| < |a| + |b]. O

7.2.5 Una copia de Q

Hasta el momento R es simplemente un campo ordenado, es decir que en principio no hay
diferencia con el campo de los racionales que conocemos. De hecho, se puede demostrar que
R contiene una copia de Q, como procedemos a explicar.

Primero se puede definir una copia del conjunto N de los niimeros naturales como el menor
subconjunto inductivo de R.

Para concretar esto, diremos primero que un subconjunto A de R se llama inductivo si
satisface las propiedades
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(a) 0 € A
(b)) ze A=x+1€ A

Ast por ejemplo R mismo es inductivo, y R también es inductivo. El intervalo ]0,co[ no
es inductivo, pues no satisface la propiedad (a). Por otro lado, el conjunto R — {5} no es
inductivo pues no satisface la propiedad (b), ya que 4 € R— {5}, pero 4+ 1 =15 ¢ R—{5}.
Podemos ahora considerar la familia Z de todos los subconjuntos inductivos de R. Entonces
tenemos, por ejemplo que R € Z, [0, 00[€ Z. Definimos N como la interseccién de todos los
subconjuntos inductivos de R, esto es

N= ()4

AeZ

Como 0 € A, para todo A € 7, tenemos por definicién que 0 € N, y entonces N satisface la
propiedad (a). Ademads, si € N tenemos que x € A para cualquier conjunto inductivo A, y
por lo tanto x + 1 € A. Luego, como esto es cierto para todo A € Z, tenemos que z + 1 € N,
con lo que N satisface la propiedad (b). Concluimos entonces que N es también inductivo.

Ahora, como N estd contenido en cualquier conjunto inductivo, concluimos que N es el con-
junto inductivo mds pequeno. Esto es en realidad el principio de induccién, y los otros
axiomas de Peano se satisfacen trivialmente, usando la funcién sucesor n* =n + 1.

Hemos construido asi una copia de N dentro del campo R. Luego se define una copia de Z
asi:

Z=NU{zeR:—zeN}={zeR:|z|] € N},

y finalmente una copia de Q:

Q:{%:an,beZ*}.

Es evidente del teorema 7.11 que las operaciones de R son cerradas en @, y que coinciden
con las operaciones definidas en la construccién cldsica de este campo a partir del anillo de
los niimeros enteros. En consecuencia, en lo que sigue usaremos esta copia de Q, obteniendo
como resultado Q C R.

7.2.6 Ejercicios

1. En las demostraciones anteriores hicimos uso del hecho, mas o menos obvio, que a? =

la|?. Demuestre este hecho con todo detalle.
2. Sia<byc>d, demuestre que a —c < b —d.

3. Demuestre usando solo los axiomas de campo que para a,b € R se tiene:

a(=b) = —(ab), (—a)b= —(ab), (—a)(—b)= ab.
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4. Demuestre los teoremas 7.18, 7.19 y 7.20.

5. Sin € Ny z,y € R, demuestre que

xn_yn:(l,_y) (x"_l—l—x”_2y+---+xy”_2+y” 1).
6. Demuestre que para cada n € N*| la funcién f : R — R definida por f (z) = z", es
estrictamente creciente en RT.

n

7. Concluya que la funcién g : Rt — R, definida por f(z) = 2", es inyectiva (para

cualquier n € N*).

8. Halle todos los niimeros reales x que satisfacen cada una de las siguientes inecuaciones:

a.) 3+a22<7 e)3—22<3
b.)z? + 4z +3 >0 f)(z?—4) (z*=9) >0
1 1
C')§+1—x>0 g)(z+1) (22 —4) <0
-1

d.)i+1>0 ) (z — 1) (z 4 3) (22 +3) > 0.
9. Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

|z — 2| =5, |22 — 1] > 3,

lz+ 1| < 3, |22 + 3z + 2| > 0,

|z + 1|+ |z —2]>1, |22+ 3z+2|>1,
z—1]—|z+1] <1, [z24+3z+2]>1

10. Demuestre que para z,y, z € R se tiene:

(a) |zy| = |2llyl

(b) 1 :i,parax#O
x| |
© 5] =0
(d) |z —yl <zl +ly|
(€) |z — [yl <[z —yl
() [z = |yl < |z =yl
(&) |z +y+ 2| <lz[+ [yl + 2]

11. Se define max (a,b) como el mayor de los nimeros a y b. En otras palabras,

a sia>b,
max(“’b):{ b sia<b.
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Similarmente se define min (a, b) . Demuestre que

a+b+la—b|

a+b—|a—b
2 ’ '

2

max (a,b) = min (a,b) =

12. Demuestre que si 0 < a < b, entonces a < vab < C%b < b.

7.3 Completitud de R

Hasta el momento no hemos dicho nada que diferencie los campos ordenados Q y R. El
axioma que hace la diferencia es el axioma de completitud, que explicaremos a continuacién.

Para tratar de precisar el concepto de completitud en R, tomemos un punto P en la recta, y
consideremos el conjunto A formado por todos los mimeros reales “ubicados” a la izquierda
de ese punto. Consideremos también el conjunto B formado por todos los nimeros reales
“ubicados” a la derecha del mismo punto. Tenemos entonces que para © € Ay y € B se
cumple z < y. Una forma de expresar la completitud es diciendo que en este caso existe un
numero real a que corresponde al punto P, y por lo tanto z < a < y, para todo x € A y todo
y € B.

A

B
Interpretaciéon de la completitud.

Veamos esto desde un punto de vista mas analftico. Consideremos un conjunto A C R no
vacio, y definamos
B={yeR:y>uz, Vxc A}.

Este conjunto B podria ser vacio; tome por ejemplo A = [1, 00[. Cuando B # ) decimos que
A es acotado superiormente, y a cada elemento de B se le llama cota superior de A. M4ds
precisamente:

Definicién 7.3.1 Decimos que un subconjunto A de los niimeros reales es acotado superior-

mente si existe b € R tal que © < b, Vo € A. En tal caso decimos que b es una cota superior
de A.

Considerando entonces el conjunto B de cotas superiores de A, deberia existir un « tal que
r < a <y, para todo z € A y todo y € B. Pero entonces, por definicién tendriamos o € B,
asi que « serfa la menor cota superior de A. A este nimero se le llama el extremo superior
de A, o supremo de A, y se denota a = sup A. Definamos este concepto con mds precision:



A. Duarte & S. Cambronero 187

Definicién 7.3.2 Sea A C R acotado superiormente, A # 0. Un elemento 3 € R se llama
un extremo superior (o supremo) de A, si es la menor de las cotas superiores de A. Dicho
de otra forma, B es un extremo superior de A si satisface:

1. B es cota superior de A.

2. Para todo b € R, cota superior de A, se tiene 5 <b .

La pregunta que surge ahora es, ;existird siempre un extremo superior?, y si existe, jserd
unico?

La segunda pregunta es facil de contestar, y la respuesta es si. Para ver esto, suponga que
a1 y ag son extremos superiores de A. Entonces, como as es cota superior, la propiedad 2
aplicada a «ap implica que a1 < ag. Cambiando los roles de a1 y a9 se obtiene as < ag, y
consecuentemente oy = . La primera pregunta la contesta el axioma del extremo superior.

Axioma 7.3.1 (Axioma del extremo superior) Sea A un subconjunto no vacio de R, acotado
superiormente. Entonces existe el extremo superior de A.

Ejemplo 7.3.1 Para A = [1,3] U {7} tenemos que f =T es cota superior. Ademds, dada b
otra cota superior de A, como 7 € A debemos tener 7 < b. Esto demuestra que sup A = 7.

Ejemplo 7.3.2 Para A = [0,1], tenemos que o« = 1 es cota superior de A. Ademds, si b
es cota superior de A, debemos tener b > 1. En efecto, primero observe que b > 0, pues
0 € A. Luego, si b < 1 entonces x = (b+ 1)/2 seria un elemento de A, y ademds x > b,
contradiciendo el hecho que b es cota superior. Esto demuestra que sup A = 1.

Nota: El ejemplo anterior demuestra que sup A no necesariamente es un elemento de A.
Ademss, el argumento del ejemplo 7.3.1 demuestra que si una cota superior de A pertenece a
dicho conjunto, entonces esa cota es el supremo. En tal caso suele usarse también la palabra
mazimo, y escribir max A en vez de sup A.

Ejemplo 7.3.3 (Intervalos) Para cada o € R, el conjunto A ={z € R:z < a} es acotado
superiormente, y ademds o = sup A. Dejamos la verificacion como ejercicio.

La siguiente caracterizaciéon del supremo suele ser ttil:

Teorema 7.25 Sea A C R, acotado superiormente y no vacio, y sea o € R. Entonces a =
sup A si y sdlo si satisface:

(a) z <a,Vre A

(b) Para todo € > 0, existe x € A tal que a — e < x.
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Demostracién

Supongamos primero que o = sup A, y sea ¢ > 0. Entonces, como a — ¢ < «a, se tiene que
« — € no es cota superior de A, y consecuentemente debe existir x € A tal que ¢ > a — e.
Esto demuestra (b).

Supongamos ahora que (a) y (b) se cumplen y probemos que o = sup A. Primero « es cota
superior por la propiedad (a). Ahora sea b una cota superior de A. Si b < «, entonces
tomando ¢ = o — b > 0 tenemos, por hipétesis, que existe x € A tal que z > a—ec = b, lo
cual contradice el hecho que b es cota superior. Consecuentemente, b > «. [

Los conceptos arriba introducidos sobre acotacién superior, tienen su versién en el caso de
acotacion inferior. Veamos:

Definicién 7.3.3 Decimos que A es acotado inferiormente si existe a € R tal que a < x,
Yz € A. En tal caso decimos que a es una cota inferior de A.

Definicién 7.3.4 Se llama extremo inferior, o infimo de un conjunto A C R, a la mayor de
sus cotas inferiores. Se denota por inf A.

Teorema 7.26 Si A C R, es acotado inferiormente y no vacio, entonces tiene un extremo
inferior.

Demostracién
Consideremos el conjunto

B ={beR:bes cota inferior de A}.

Note que B # (), pues el hecho que A es acotado inferiormente, asegura la existencia de al
menos una cota inferior. Ademds, como A # (), existe al menos un elemento a € A. Si b € B,
por definicién se tiene b < a, y esto significa que a es cota superior de B. Por el axioma del
extremo superior, existe el extremo superior de B. Sea o« = sup B. Ahora, como cada a € A
es cota superior de B, se sigue que a < a, y esto demuestra que « es cota inferior de A. Es
decir, a € B, asi que a = max B. Esto demuestra que « es la mayor cota inferior de A. [J

Teorema 7.27 Sea A un subconjunto no vacio de R, acotado inferiormente, y sea 5 € R.
Entonces: B =inf A si y solo si satisface:

(1)Vx € A, B <z,

(2) Para todo € > 0, existe x € A tal que x < [ + €.

Note que la condicién (2), asegura que para cualquier € > 0, 5 + € no es cota inferior de A.

Demostracién
Totalmente anédloga al Teorema 7.25, y se deja como ejercicio. [J



A. Duarte & S. Cambronero 189

7.3.1 Consecuencias de la completitud de R

El axioma del extremo superior puede usarse para demostrar muchas de las propiedades
bésicas de los nimeros reales, entre ellas:

Teorema 7.28 (Principio de Arquimedes) Para todo x € R, existe n € N tal que n > x.

Demostracién

Suponga que el resultado es falso. Entonces existe x € R tal que x > n, ¥n € N. Esto dice
que N es acotado superiormente, implicando la existencia de a = sup N. Por el teorema 7.25
(con e = 1), existe n € N tal que n > a— 1, de donde se sigue que n+1 > a. Comon+1 € N,
esto es una contradiccién. [

Nota: el principio de Arquimedes o propiedad arquimediana garantiza que el conjunto de los
nimeros naturales no estd acotado superiormente.
Se deja al lector la tarea de demostrar las siguientes consecuencias del teorema anterior:

Teorema 7.29 Sea y € R tal que y > 0. Entonces

1. Para cada x € R, existe n € N tal que x < ny.

2. Fxiste n € N tal que % <y.
A continuacién demostramos la densidad de Q como subconjunto de R.
Teorema 7.30 Dados z,y € R, con ¢ <y, existe un racional r € Q tal que x < r < y.

Demostracién
Primero tomemos el caso 0 < x < y. Por el teorema anterior, existe n € N tal que

1
—<y—wx
n
Ahora considere el conjunto
A={jeN:j>na}.

Por arquimedianidad, A no es vacio, y por el principio del buen orden existe el primer elemento
k de A. En particular k € A, k —1 ¢ A, esto es

k-1 k
— <T< -
n n

De la primera desigualdad se sigue que % <z+ % < z+ (y— ) =1y, y consecuantemente

El nimero racional buscado es entonces r =
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En el caso z < 0 < y no hay nada que demostrar (; por qué?)

En el caso z < y <0, tenemos 0 < —y < —x, y entonces existe r € Q tal que —y < r < —z.
Luegoz < —r<y,y —re Q.

El teorema enterior es de vital importancia en andlisis. Por ejemplo, para definir funciones
como la exponencial, resulta sencillo hacerlo primero para los racionales y luego extender la
definicién a todos los reales utilizando la densidad.

Ejemplo 7.3.4 Considere el conjunto
A={zeQ:z<1}.

La densidad de Q nos permite dar una demostracion que sup A = 1. Veamos:

Es obvio que 1 es una cota superior. Ahora, dado € > 0, la densidad de Q permite concluir
que existe v € Q tal que 1 —e < x < 1, de donde x € A y x > 1 —e. Esto demuestra que
sup A = 1, por la caracterizacion que se dio en el teorema 25 [

7.3.2 Existencia de raiz cuadrada

El lector probablememente sabe muy bien que dado a > 0, y/a es un nimero real positivo
tal que (\/5)2 = a, y su existencia se da por un hecho. En esta seccién demostramos, usando
el axioma del extremos superior, que realmente /a existe, siempre que a > 0. Primero, y
para enfatizar la diferencia entre Q y R, recordemos que esto no es posible hacerlo en Q.
Especificamente, de acuerdo con el lema 7.1.1, si n € N no es cuadrado perfecto, entonces no
existe raiz cuadradsa en Q.

2

Teorema 7.31 Dado a > 0, existe un unico nimero real positivo « tal que o® = a. Se denota

a = +/a.

Demostracion
Defina el conjunto
A:{x20zw2§a}.

Note que A # (), dado que 0 € A. Ahora, note que
t>a+1=a?>@+1)2>a+1>a=2¢A.

Equivalentemente,
re€A=x<a+ 1.

Esto demuestra que a 4+ 1 es una cota superior de A. Por el axioma del extremo superior,
existe a = sup A. Para demostrar que o = a, debemos descartar las posibilidades o? > a y
a? < a. Veamos:
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1. Si o? < a, tome 0 < ¢ < 1, y note que
(a+¢e)? =a?+2ae+e? <a®+ (2a + 1)e.
Si ademds € < (a—a?)/(2a+ 1), se sigue que (a + €)? < a. Esto es, a4+ ¢ € A,

CL—Oé2

ara todo € tal que 0 < ¢ < min ( 1, ———
P a 20 + 1

). Esto contradice el hecho que «a es cota

superior de A.
2. Si &? > a, note que
(@ —e)? =a? —2ae +e? > a® — 2ae.
Sid<e< (a2 — a) /2, obtenemos (o — 8)2 > a. Pero por ser « = sup A, existe v € 4
tal que = > a — ¢, de donde 22 > (o — €)? > a, lo cual es contradictorio.

2

Hemos demostrado que efectivamente se tiene a® = a. La unicidad se deja como ejercicio. [

Un argumento similar al anterior se usa para demostrar que dados a > 0, n € N, existe un
tnico « positivo tal que o = a. Esto se hard en la seccién 7.4

7.3.3 Los numeros irracionales

Tomando a € N que no sea cuadrado perfecto, lo anterior demuestra que existe un nimero
real positivo a tal que a? = a, y este se denota por y/a. Ademds, demostramos antes que no
existe racional alguno 7 tal que 72 = a. Se concluye entonces que y/a € I, donde

I=R-Q.

Los elementos de I se llaman nimeros irracionales. Las propiedades de campo del conjunto
de nimeros racionales, permiten probar una serie de resultados interesantes sobre estos y los
irracionales. Por ejemplo, sia € Q y b € I, se sigue que a + b € . En efecto, si no fuera asi
se tendria a + b € Q, de donde b = (a + b) — a € Q, imposible! Este hecho permite concluir
por ejemplo que I también es denso en R, usando la densidad de Q (ver los ejercicios).

Note sin embargo que I no es un campo, como lo muestra el hecho que la suma y la multipli-
cacién no son cerradas en I. Por ejemplo v/2 € I, pero v2 —v/2 =0 ¢ly V2-v2=2 ¢ I

7.3.4 Ejercicios
1. Para los siguientes conjuntos, demuestre que son acotados superiormente, y halle el
supremo:
A={zeQ:1<x <3}
A= {1 — % 'n € N}
A =] — 00,17 — Z.
A={z:z=y*+3y—1,|y <1}
A:{x:$2+3x—1<0}
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Para z,y € R, con y > 0, demuestre que existe n € N tal que z < ny.

. Sia < b,n € N, demuestre que existen al menos n racionales entre a y b (use induccioén).

Concluya que existe un nimero infinito de racionales entre a y b.

. Complete los detalles en el teorema 7.26.
. Demuestre la arquimedianidad de R, usando la densidad y arquimedianidad de Q.

. Demuestre usando el principio de induccién que para r # 1 y n € N se tiene:

1_|_r_|_...+7~”:1_7rn+1
1—r

Para z > —1, demuestre la desigualdad de Bernoulli: (1 + )" > 1+ nz, Vn € N.

Sea x € R. Use el principio del buen orden para demostrar que existe un unico k € Z
tal que k <z < k+ 1. El nimero k se llama la parte entera de z, y se denota k = [z].

. Demuestre con todo detalle que

n+1 n

n n—1 n
E ag = g ag+1 = g ak—1, g ag = g An—k-
k=1 k=0 k=2 k=0 k=0

Si a es racional y b irracional, demuestre que a + b es irracional. En particular, —b es
irracional. ;Qué pasa con la suma si ambos a y b son irracionales?

Use el ejercicio anterior, y la densidad de Q, para demostrar que el conjunto de los
nimeros irracionales es denso en R.

Si a # 0 es racional y b irracional, demuestre que ab, ab~! son irracionales. En partic-
ular, b=! es irracional. ; Qué pasa con el producto si ambos a y b son irracionales?

Dé un ejemplo de dos nimeros irracionales, tales que su suma y su producto sean ambos
racionales.

Demuestre que y/n es irracional, si n € N no es cuadrado perfecto.

Demuestre que v24+1/3 y v/2—+/3 son irracionales. En general, demuestre que VDP+/4q
Y /P — +/q son irracionales, si p y ¢ son primos.

Més generalmente, demuestre que \/n + y/m y /n — \/m son irracionales, si n,m € N
son primos relativos, y no son cuadrados perfectos. Dé varios ejemplos no triviales.
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7.4 Sumatorias, conteo y existencia de raices

Regresamos en esta seccién, a un tema mencionado en el capitulo de nimeros naturales, el cual
sin embargo es importante retomar a la luz de los conceptos nuevos estudiados en el presente
capitulo. Ademds, es importante su utilidad en la demostracién de algunos resultados como
la existencia de raices, y el andlisis combinatorio.

7.4.1 Repaso de sumatorias

Dada una funcién f: N — R, con la notacién a,, = f (n) se define recursivamente:

n+1

0
Zakzao, Zak—zak+an+l-
k=0

Esto define recursivamente lo que entendemos intuitivamente por

n
Zak:ag+...+an
k=0

Ejemplo 7.4.1 Siap = f(k) = k, demostramos antes que

i n—i—l)‘

k=0

n

ES
II

Ejemplo 7.4.2 Si ay = (—1)*, tenemos
99

Z)%:1—1+1—1+'~+1—1:0
k=0

Ejemplo 7.4.3 Sia; = ﬁl tenemos

4 1 1 1 1 137
Z _

prd 0+1 LT T I R I R B T

Ejemplo 7.4.4 Demostrar que para todo n € N se tiene

ilﬁ - %(n+ 1)(2n + 1).
k=0
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Para n = 0 la sumatoria es 0, mientras que %(O +1)(2-0+1) =0. Ahora si la igualdad es
vdlida para n € N, la demostramos para n + 1, veamos:

n+1
>k Z K +
k=0

= (n+1)(2n+1)+(n+1)2
= (n+1)[ (2n+1) +n+1]
= "TH(Qn2+7n+6)
= "H(n+2)(2n+3).

Como 2n + 3 = 2(n+ 1) + 1, la igualdad es vdlida para n + 1, y luego para todo n por el
principio de induccion.

Si 0 < m < n, se define la sumatoria desde m hasta n asi:

n n m—1
k=m k=0 k=0

Ejemplo 7.4.5 Para ap = % tenemos

Ejemplo 7.4.6 Para ai, = k? tenemos

Zn: ZkQ le2 nn+1)(2n+1)—
k=0

k=2

Ejemplo 7.4.7 Para ap = k—il tenemos

Note que aunque f no estd definida en n = 1, esto no afecta la sumatoria.
Ejemplo 7.4.8 (Suma geométrica) Parar #1 yn € N se tiene

" 1 — ot
ZT T1—r

k=0

+1

Para r = % se obtiene en particular
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Este resultado se puede deducir directamente, tomando el producto

n
(L=r)) " = A=) trt-+r")
k=0
= 1—r4r—ri4 gl pntl
1—rntt

dado que todos los términos intermedios se cancelan. El lector puede dar una demostracion
por induccion.

7.4.2 Propiedades de las sumatorias

1. Sice Ry a, = f(k), se tiene

n

n
S eap=c a
k=0

k=0

0 0
Para n = 0 tenemos > car = cag = ¢ > ag. Ahora si es vélido para n se sigue que
k=0 k=0

n+1 n n+1

n n
ank: g cap + cap41 = C g ak—l—canH:c(g ak—i—anH) =c g ag.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2. (Ejercicio) Si ar = f(k), by = g(k), se tiene

n n n

Z(ak+bk)zzak+zbk’

k=0 k=0 k=0

3. (Ejercicio) Si para cada k se tiene aj > by, entonces

n

n
SazYn
k=0 k=0
n
En particular, si cada ay, es positivo, se sigue que > aj > 0.
k=0
4. Dados aq, . ..,an+1 € R tenemos

n+1

n
§ A1 = § Q.
k=0 k=1

Este resultado es bastante evidente, y se deja como ejercicio.
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5. Equivalentemente se tiene
n+1

Zak —Zak 1-

Ahora podemos demostrar mds facilmente la férmula para la suma geométrica. Si r # 1
tenemos

n

(RS SITI SIS G
k=0

k=0 k=0

n n
1+Zrk—< rk—I—r"H)
k k

=1

=1
n+1
1—r ,

y dividiendo por 1 — r obtenemos

n+1
kzl—r

,
1—r
k=0
Ejemplo 7.4.9 (Suma telescopica) Si a, = by — bg+1 para todo k = 0,1,... tenemos
n n
Z Z b — brt1) = bo — bnt1.
k=0 k=0

La idea es que
D bk —bry1) = bo — by by —ba + -+ + by — b1 = bo — bu1,
k=0

dado que los términos intermedios se cancelan. Usando las propiedades de las sumatorias
tenemos

n

> bk — brt1) Zbk_zbk—i-l —b0+2bk— (Zbk+bn+l> = bo — bn1.

k=0

El lector puede hacer una demostracion usando induccion. Casos particulares de este tipo de
sumatorias son:

i 11 N 19999
—\R2 (k+12) 1002~ 10000

1 11 1 n
R S 1— = )
k(k+1) ;<k k+1> n+tl n+l

ol
||M:
I

|
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7.4.3 Combinatoria y férmula del binomio

Sean k,n € N, tales que k£ < n. Se define

n\ n!
k) (n—Fk)E
Por ejemplo tenemos

(5)=(0)=mm=r (4

En general se tiene
n n
— < < .
(n20)= (%) osren

El siguiente resultado es de vital importancia.
Lema 7.4.1 Paral <k <n tenemos
()= ()=
En particular < Z ) € N | para todo n y todo k < n.
Prueba

La igualdad se demuestra en forma directa:

n!

(kzﬁl)Jr(Z) = (n—k+7;!)!(k—1)!+(n—k)!k!
nl(k+ (n—k+1))

(n—k+1)k!
B (n+1)!
 (n+1-Fk)K

_ <";1).

Ahora demostremos que < Z ) € N. Vamos a usar induccién en N, para lo cual definimos el

A:{néN:(Z)GN, Vk‘gn}.

conjunto
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Note que 0 € A, pues ( 8 > =1 € N. Ahora, si n € A debemos probar que n+ 1 € A. Para

n+1
k

n+1 n n
()= () () e
por hipétesis de induccién. Luego n+1 € A. Entonces A resulta ser inductivo, y por lo tanto

A=N. O
Ahora podemos demostrar la férmula del binomio.

estotomamosk§n+1.SikzOékzn—Fl,tenemos< >:1€N. Sil<k<n

tenemos

Teorema 7.32 Para a,b € R, yn € N se tiene!

(a+b)" = i( Z >a”_kbk

k=0
. 1
= a"4+na" b+ n(nZ ) 2)a2bn2 +nab™ 1t 4+ "

Prueba
Para n = 0 la igualdad es obvia. Supongamos que la igualdad se cumple para n. Entonces

(a+b)"" = (a+b) an < Z ) a"kpk

k=0

_ zn: < Z )ank+1bk +zn: < Z >ankbk+1‘

k=0 k=0

Ahora, la primera sumatoria se escribe como

Z < Z )an—k+1bk — gl +Z ( ’Z >an+1—kbk’
k=0 k=1

mientras que la segunda

n n+1 n
n n—kpk+1 _ n n—(k—1)pk _ n n+l—kpk n+1
Z<k>a b Z(k_1>a b Z<k_1>a oY + 5"

k=0 k=1 k=1

I'Nétese que en la sumatoria debe interpretarse a® = 1 aunque a = 0.
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Luego, por el lema anterior

(a+ b =gl 4 [( Z ) + ( kﬁl ﬂ qnHl=kpk 4 pntl
k=1

n
— g+l g < ”;{" 1 > anH1—kpk 4 o+l
k=1

n+1

_ n+1 N\ ik
=S ()
k=0

asf que la igualdad es vilida también para n + 1. Por el principio de induccién, se cumple
para todo n.

Note el caso particular en que a = b = 1, obtenemos:

;(2):2".

Este resultado tiene una interpretacién interesante. Un conjunto A con m elementos, tiene

exactamente ( i > subconjuntos con k elementos (ver la siguiente seccién). Entonces la

suma en el lado izquierdo representa la cantidad total de subconjuntos de A. Esto demuestra
que si A tiene n elementos, entonces el conjunto potencia P(A) tiene 2" elementos.

7.4.4 Un poco de conteo

Comencemos demostrando el siguiente lema:

Lema 7.4.2 Dado un conjunto A con n elementos, y dado k < n, existen exactamente

< Z ) subconjuntos de A con k elementos.

Prueba
La prueba es por induccién en n, usando el lema de la seccién anterior. Para n = 0 tenemos
A = (), y la unica posibilidad es & = 0. Como A tiene exactamente un subconjunto con 0

elementos (el conjunto vacio), y como < ) =1, el resultado es védlido para n = 0.

0
Ahora supongamos que es vilido para n, y sea A un conjunto con n+ 1 elementos. Sea a € A
cualquiera. Si k =06 k =n + 1, hay exactamente un subconjunto de A con k elementos (el
conjunto vacio 6 A mismo), y la igualdad se cumple.

En el caso 1 < k < n, los subconjuntos de A que tienen k elementos se dividen en dos clases:

e Los que son subconjuntos de A — {a} : Como A — {a} tiene n elementos, por hipétesis

de induccién hay de estos subconjuntos.

n
k
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e Los que contienen al elemento a : Si B es uno de estos, se tiene B — {a} C A — {a}, y

como B — {a} tiene k — 1 elementos, por hipétesis de induccién hay " de estos

(1)) =)

subconjuntos de A con k elementos, asi que el resultado es cierto para n+ 1. O

subconjuntos.

Luego, en total hay

La observacién hecha al final de la seccién anterior demuestra que:
Corolario 7.4.1 Si A tiene n elementos, el conjunto potencia P(A) tiene 2" elementos.

Ejemplo 7.4.10 ;Cudntos nimeros naturales menores que 10% se pueden formar usando
sélo los digitos 0 y 1 ¢

Como los niimeros son menores que 108, hay seis espacios a ser llenados con ceros y unos.
Los nimeros de menos de seis digitos se pueden considerar de seis digitos agregando ceros
a la izquierda. Asi por ejemplo el 110 se escribe 000110. Para determinar uno de estos
niumeros basta con determinar los espacios en que deben colocarse los ceros. El problema es
entonces equivalente al de hallar cudntos subconjuntos tiene un conjunto de 6 elementos, y
por el corolario tenemos que esta cantidad es 26 = 64.

Ejemplo 7.4.11 ;Cudntas palabras se pueden formar con las letras A y B, de manera que
la A aparezca tres veces y la B cuatro veces?

Note que las palabras son de siete letras. Para formar una de ellas, se deben escoger los tres
espacios en que se va a colocar la letra A, ast que el problema es el de hallar la cantidad de
subconjuntos de tres elementos que hay en un conjunto de siete elementos. La respuesta es

entonces . -
7 ! -6-5
(3)‘4!-3!_ 5.3 O

Note que la misma respuesta se obtiene escogiendo los cuatro espacios para la letra B.

Ejemplo 7.4.12 ;Cudntas palabras se pueden formar con las letras A, B y C, de manera
que la A aparezca tres veces, y la B cuatro veces y la C cinco veces?
Ahora las palabras tienen 12 letras. Primero escogemos los espacios para la A, luego para

la B, y los de la C quedan automdticamente determinados. Los espacios para la letra A se
12

3
se procede luego a escoger cuatro espacios de los nueve restantes, y esto se puede hacer de

pueden escoger de ) = 220 maneras distintas. Para cada una de esas escogencias,

( 9 > = 126 maneras distintas. En total hay entonces

4
12 9
< 3 >-<4>—220-126—27720



A. Duarte & S. Cambronero 201

palabras.

Ejemplo 7.4.13 Ahora supongamos que tememos siete letras distintas, y debemos usarlas
todas para formar una palabra de siete letras. El nimero de palabras que se pueden formar
es 7!, como se deduce del siguiente lema.

Lema 7.4.3 Si A tiene k elementos y B tiene n elementos, con 1 < k < n, entonces existen

n!

—— funciones inyectivas de A en B.

(n—k)!

Prueba

Vamos a proceder por induccién en n, dejando k libre. Esto es, probamos que el conjunto de
naturales n que cumplen el resultado para todo k& < n, es todo N.

Para n = 1 debemos tener k = 1, y sélo hay una funcién. Como =1, el resultado es

1
(1—-1)!
vélido.

Suponga que el resultado es valido para n. Sea B con n+1 elementos, y sea A con k elementos
(k <m+1). Escojamos a € A, b € B, y contemos las funciones inyectivas de A en B tales
que f(a) = b. Es evidente que el nimero de estas funciones es igual al nimero de funciones
inyectivas de A — {a} en B — {b}, y por hipdétesis de induccién este nimero es W'—l))'
Ahora, como esto puede hacerse para cada b € B, y hay exactamente n 4+ 1 elementos en B,
el total de funciones inyectivas de A en B es

n! (n+1)!

A gy (g s TR oy gy 1

y el resultado es vélido para n + 1. UJ

Note el caso particular £k = n. Obtenemos que el niimero de permutaciones de un conjunto
de n elementos es n!.

Ejemplo 7.4.14 ;Cudntas palabras de siete letras se pueden formar de un alfabeto de 28
letras, usando siete letras distintas?
Tomamos como A al conjunto de espacios donde se colocan las letras de la palabra, y como
B al alfabeto. Debemos hallar el nimero de funciones inyectivas de a en B. La respuesta es
28!
— = 59675 61600.
21!
Ejemplo 7.4.15 Cinco personas se quieren sentar en una sala en la que hay 8 asientos. s;De
cudntas maneras lo pueden hacer?
La respuesta es % = 6720.

Ejemplo 7.4.16 Cuatro hombres y tres mujeres se quieren sentar en fila de modo que los
hombres queden separados. ;Cudntas maneras hay de hacerlo?
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Los espacios para los hombres se pueden escoger de 10 maneras (gpor qué?). Una vez escogidos
los espacios, hay 3! = 6 maneras de ubicar los hombres en esos espacios, y 4! = 24 maneras
de ubicar las mujeres en los restantes. En total hay entonces 10 - 6 - 24 = 1440 maneras de
sentar las siete personas, con las condiciones dadas.

Ejemplo 7.4.17 En el ejemplo anterior, si queremos los tres hombres queden juntos, en-
tonces hay 5 maneras de escoger los espacios para los hombres. Entonces en total hay
5-6-24 = 720 maneras de sentar las siete personas.

Ejemplo 7.4.18 Ahora supongamos que queremos exactamente dos hombres juntos. Ahora
hay 20 maneras de escoger los espacios para los hombres. Entonces la respuesta es 2 -1440 =
2880 maneras. Otra manera de resolver este caso es restando al total de posibilidades 7! =
5040, los casos de los dos ejemplos anteriores, asi:

5040 — 1440 — 720 = 2880.

7.4.5 Existencia de raices en R

El argumento utilizado para demostrar la existencia de la rafz cuadrada, puede ser utilizado
en general, con pequenias modificaciones. Comenzaremos con un par de lemas que nos serdn

de utilidad.
Lema 7.4.4 Para 0 <e < a, yn > 2 se tiene
n—1

(a—¢e)">a" —na" e

Demostracién
En efecto, como —= > —1 la desigualdad de Bernoulli implica

n
(a—e)"=a" (1 + g) > o (1 + En) =a" —na" e, O
a a

Lema 7.4.5 Para o >0y 0 <e <1 se tiene (a+¢)" < a" + (a+ 1)".

Demostracion
Por el teorema del binomio se tiene

(a+e)" :oz”—i-Z( Z >5koz"_k.

k=1

Ademis, como 0 < ¢ < 1 se sigue que €¥ < ¢ para cada k > 1. Consecuentemente se tiene
= n
n n n—k
(a+e)" < « +6l§_1<k>a

n
< augz(?;)an—k
k=0

= a"+e(a+1)". 0O
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Teorema 7.33 Dadon € N, n > 2, ya >0, existe un tnico a > 0 tal que o = a.

Demostracién
Consideramos el conjunto
A={z>0:2" <a}.

Note que A # 0, dado que 0 € A. Por otro lado se tiene
z>a+1l=2">@+1)">a+1>a=2z¢A.

Esto demuestra que a + 1 es cota superior de A. Por el axioma del extremo superior, existe
«a = sup A. Para demostrar que o = a, debemos descartar las posibilidades ™ > ay o” < a.
Veamos:

1. Si a" < a, tomemos 0 < ¢ < 1. Por el lema 7.4.5 se tiene
(at+e)"<a"+ (a+1)"e.

Si ademds € < (a — a™) / (a+ 1)" se sigue que (o +¢)" < a, lo que implica a + ¢ € A.
Esto contradice el hecho que « es cota superior de A.
2. Si o™ > a, tomamos 0 < € < a. Por el lema 7.4.4 se tiene
n—1

(a—¢e)" >a" —na"" e

Si ademds € < (" —a) / (na""!), obtenemos (a —¢)" > a. Pero por ser a = sup 4,
existe x € A tal que x > a — ¢, de donde " > (o — &)™ > a, lo cual es contradictorio.

Hemos demostrado que efectivamente se tiene a”™ = a. La unicidad se deja como ejercicio. [J

7.4.6 Ejercicios
1. Demuestre que \4/5, \3/5, ¥/6 son irracionales.
2. Sean k,n € N. Demuestre que si /n ¢ N, entonces es irracional. Es decir, {/n € NUL.

3. Demuestre que
n

Z(ak+bk) = Zak—l-Zbk.
k=0 k=0

k=0

4. Si para cada k se tiene ag > by, entonces

n n
Z ap > Z by..
k=0 k=0
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Si ademés aj > by para al menos un k, se sigue que

n n
Z ap > Z by.
k=0 k=0

n
En particular, si a; > 0 para cada k, y al menos uno es positivo, se sigue que Y ax > 0.
k=0

5. Demuestre la férmula de las sumas telescépicas, usando el principio de induccion.
6. Usando la férmula del binomio, demuestre que
= n = n
_9n k _
S (h )= () -
k=0 k=0

7. Para «, € reales positivos, y n > 2 demuestre que

(a4¢e)" > a" +na" e

8. Demuestre que si A tiene n elementos, entonces A tiene 2"~! subconjuntos de cardi-
nalidad par, y 2"~! subconjuntos de cardinalidad impar. Sug. Aplique el teorema del
binomio con a = -1y b= 1.

9. Dé un argumento combinatorio para demostrar el teorema del binomio.



Apéndice A

Axiomatizacion de N

A.1 Los axiomas de Peano

La descripcién que haremos se debe a G. Peano (1889). Se parte de la existencia de un
sistema (N, %), compuesto por un conjunto N y una funcién * : N — N (llamada la funcién
sucesor) que satisfacen los siguientes axiomas:

P1 Todo n € N tiene un tnico sucesor n* € N (es decir que * es una funcién).
P2 n # m implica n* # m™* (esto es, * es inyectiva).

P3 Existe un elemento en N, denotado por 0, tal que 0 # n*, para todo n € N (i.e. * no es
sobreyectiva).

P4 Principio de induccién: Si S C N satisface: 0 € Sy (n € S = n* € 95), entonces S = N.

Con estos cuatro axiomas se puede construir toda la aritmética de los nimeros naturales.

El sucesor de 0 se denota por 1. De la misma forma se denota 2 = 1*, 3 = 2*, etc. Si m = n*,
diremos que n es el antecesor de m. Nétese que por el axioma P2, el antecesor de m es tnico.

Los axiomas no dicen explicitamente que todo natural diferente de cero tenga antecesor (i.e.
pertenezca al &mbito de ). Comenzaremos demostrando este hecho. Para ello consideremos
el conjunto

S={m":meN}u{0} CN.

Noétese que por definicién 0 € S. Ademsds, la implicacién
neS=n*"eSs

se cumple trivialmente, dado que n* € S para todo n € N. Por el axioma P4 se concluye que
S = N. Esto demuestra que todo n € N, excepto el cero, tiene antecesor. [

205
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Definiciéon A.1.1 Diremos que un conjunto D C N es un segmento inicial de N si cumple

1.0eD
2. Sin € Nes tal que n* € D, entonces n € D

3. Existe m € D unico, tal que m* ¢ D (m se llama elemento maximal de D)

Intuitivamente, los segmentos iniciales son los conjuntos de la forma {0,1,...,m}.

Nota: Es importante observar que si D es un segmento inicial con elemento maximal m,
entonces D U {m*} es un segmento inicial con elemento maximal m*. Reciprocamente, si D
es un segmento inicial con elemento maximal m*, entonces D — {m*} es un segmento inicial
con elemento maximal m. La demostracién de estas afirmaciones es bastante directa, y se
deja como ejercicio.

Lema A.1.1 Para cada m € N, existe un dnico segmento inicial Dy, con elemento mazximal
m.

Demostracién
Sea
S = {m € N :m es maximal para un tunico segmento inicial} .

Como D = {0} es el dnico segmento inicial para el que m = 0 es maximal, se tiene 0 € S.
Ahora si m € S, sea D,, el uinico segmento inicial cuyo elemento maximal es m. Dado un
segmento inicial D, si m* es maximal para D, se sigue que D—{m™*} es un segmento inicial con
elemento maximal m, y por unicidad D — {m*} = D,,,. Consecuentemente D = D,, U {m*}.
Esto demuestra que D,, U {m*} es el tinico segmento inicial con elemento maximal m*. Se
concluye que S es inductivo, y por el principio de induccién S = N. [

Definicién A.1.2 El segmento inicial D,, del lema anterior, se llamard segmento inicial
determinado por m.

Lema A.1.2 (principio de recurrencia) Dado un conjunto A, un elemento a € A, y una
funcion g : N x A — A, existe una unica funcion f : N — A que satisface la férmula
recurrente:

fO0)=a, [f(n*)=g(n, f(n). (A1)

Demostracién

Diremos que una funcién ¢ es aceptable, si su dominio es un segmento inicial de N, y si
satisface (A.1) siempre que n* pertenezca a dicho dominio.

Considere el conjunto

S = {m € N : existe una unica funcién aceptable definida en D,,} .
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Note que 0 € S, pues ¢ = ({0},A4,{(0,a)}) es la tnica funcién aceptable en Dy = {0}.
Ahora sea m € S 'y ¢,, la funcién aceptable tinica correspondiente. Se define ¢,,« en Dy« =
Dy, U {m*} mediante

_ Om (1) sin € Dy,
P (1) = { g(m,p(m)) sin=m*

Entonces claramente ¢,,« es la tinica funcién aceptable en D,,«, y por lo tanto m* € S. Esto
demuestra que S es inductivo, y consecuentemente S = N.
Finalmente, definimos f : N — A por

J (1) =, (n), VneN.

Claramente, esta cumple con la férmula recurrente. Por otro lado, si h fuera otra funcién que
cumple con (A.1), la restriccién de h a D,, seria aceptable, y por la unicidad en los segmentos
iniciales se tendria h (m) = ¢,, (m) = f (m) para cada m. Consecuentemente f es tinica. [J

A.2 Operaciones en N

Note que los axiomas no dan tampoco las operaciones de N, de una manera explicita. Debemos
entonces dar una definicién de ellas.

A.2.1 Lasumaen N

Para definir la suma, podemos fijar un elemento m € N, y definir m + n para cada n € N en
forma recursiva en n. Es decir, se define

m+0=m, m+n*=(m+n)". (A.2)
Msés precisamente, considerando A = N, a = m y g (n,z) = z*, el principio de recurrencia
nos dice que existe una tnica funcién f : N — N que cumple f (0) = m, f(n*) = (f (n))",
luego se denota m +n = f(n).

Note que en particular
m+1=m+0"=(m+0)"=m"

Demostremos algunas de las propiedades bésicas de la suma.
Propiedad A.2.1 (Asociatividad) Para m,n,k € N se tiene
(m4+n)+k=m+(n+k).

Para demostrarlo usaremos induccion en k. Mds precisamente, demostraremos que el conjunto

S={keN:(m+n)+k=m+ (n+k),Ym,n € N}
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es inductivo, concluyendo que S = N.
Primero, como (m+n)+0=m+n=m+ (n+0), tenemos que 0 € S. Luego, partiendo de
k € S, tenemos por definicion que

(m+n) + K = ((m+n)+ k)" = (m+(n+k)" =m+n+k)" =m+(n+k),

lo que demuestra que k* € S. Por el principio de induccion (axioma Pj) se tiene S = N, y
por lo tanto la suma es asociativa.

Propiedad A.2.2 Para todo m € N se tiene 0 +m = m.
Para demostrar esto, consideramos el conjunto

A={meN:0+m=m}.

Tenemos 0 € A pues 0+ 0 = 0. Dado m € A se tiene 0 + m = m, de donde 0 + m* =
(0 +m)* = m*, y entonces m* € A. Por el axioma Pj tenemos A = N.

Propiedad A.2.3 Para todo m € N se tiene 1 +m = m*. Es decir 1 +m =m + 1.
La demostracion es similar a la anterior, y se deja como ejercicio.

Propiedad A.2.4 (Conmutatividad) Para m,n € N se tiene m +n =n + m.
Considere
S={neN:m+n=n+m,¥m e N}.
Tenemos 0 € S pues m +0 = m = 0+ m, para todo m € N, por la definicion y lo que
acabamos de demostrar.

Procedamos con el paso inductivo: Dado n € S tenemos m +n = n + m, para todo m € N.
Usando esto y las propiedades anteriores tenemos

m+n* = (m+n)*=mn+m) =n+m*
n+(m+1)=n+(1+m)
= (n+1)+m=n"+m,

ast que n* € S. Por el axioma P tenemos S =N, y la suma es conmutativa.

Propiedad A.2.5 (No hay inversos en N) Sim+n =0 entonces m =n = 0.
En efecto, supongamos que m,n € N son tales que m +n = 0. Si n # 0 entonces n = k*,
para algun k € N. Luego

O=m+n=m+k"=(m+k)",

lo que contradice el axioma P3. Luego debe tenerse n = 0, y consecuentemente m = 0.
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Propiedad A.2.6 (Ley de cancelacion) Supongamos que m,n,p € N son tales que n + p =
m + p. Entonces n = m.

En efecto, si p =10 la implicacion es inmediata. Luego, asumiendo que es vdlida para p € N,
se stgue que:

n+p'=m+p*=Mm+p)=(m+p)=n+p=m+p=n=m,

donde hemos usado el axioma P2 y la hipdtesis de induccion. Por el principio de induccion,
la implicacion es vdlida para todo p € N.

Propiedad A.2.7 Como un caso particular de la ley de cancelacion, tomando m = 0 ten-
emos:

n+p=p=n=0.

A.2.2 La multiplicacién en N

Similarmente al caso de la suma, se define la multiplicacién por recurrencia asi:

m-0=0, m-(n+1l)=m-n+m.
Note que en particular m -1 = m - (0+1) = m -0+ m = m, es decir el 1 es el neutro

de la multiplicacién por la derecha. A continuacion se demuestra que también lo es por la
izquierda.

Propiedad A.2.8 Para todo n € N se tiene 1-n =n.
En efecto, para n = 0 la igualdad se obtiene por definicion. Luego, si 1-n =n tenemos

1l n*=1n+l=n+1=n"

Por el azioma P/ se obtiene el resultado.
Tenemos entonces

n-1=1-n=mn, YVn €N,

ast que 1 es el neutro de la multiplicacion en N.

Propiedad A.2.9 (Distributividad por la izquierda) Para m,n,k € N se tiene
m-(n+k)=m-n+m-k.

Hagamos induccion en k. Para k =0 se tiene

m-(n+0)=m-n=m-n+0=m-n+m-0.
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Paso inductivo: Sim - (n+k)=m-n+m-k, se sigue que

m-(n+k*) = m-(n+k)"
= m-(n+k)+m
= (m-n+m-k)+m
= m-n+(m-k+m)

= m-n+m-k¥,

lo que demuestra que la igualdad es vdlida para k*. Luego, por el principio de induccion es
valida para todo k € N.

Propiedad A.2.10 (Distributividad por la derecha) Para m,n,k € N se tiene
(n+k)-m=n-m+k-m.

La demostracion es similar a la anterior, y se deja como ejercicio. En este caso, es recomend-
able hacer induccion en m.

Usando las propiedades anteriores, se demuestra la conmutatividad y asociatividad de la
multiplicacion.

Propiedad A.2.11 Para m,n,k € N se tiene
m-(n-k)=m-n)-k, m-n=n-m.
La demostracion se deja como ejercicio.

Propiedad A.2.12 (En N no hay divisores de cero) Si m-n =0, entonces m =0 ¢ n = 0.
En efecto, supongamos que m,n € N son tales que m-n = 0. Sin # 0 entonces n = k*, para
algin k € N. Luego

O=m-n=m-k*=m-k+m.

Como no hay inversos en N (propiedad A.2.5) se tiene m = 0.

A.3 Orden en N

Diremos que m es “menor que o itgual a” n si existe k € N tal que m + k = n. En tal caso se
escribe m < n. Note que en particular n < n*, para todo n € N, pues n + 1 = n*. Ademas,
para todo n tenemos 0 < n, pues tomando k = n se tiene 0+ k = n. Veamos que esta relacién
es de orden:

e Dado que n+0 = n tenemos n < n, para todo n € N. Entonces la relacién < es reflexiva.
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e Sim<nyn<m,sesigue que existen ki, ko € N talesque m+ ki =nyn+ ks =m.
Luego

m+ (k1 + ko) = (m—+ k1) +ka=n+ky=m,

y por la ley de cancelacién se sigue que k1 + ko = 0. Luego k1 = k2 = 0 (por la propiedad
A.2.5) y consecuentemente m = n. Esto demuestra que la relaciéon < es antisimétrica.

e Por tltimo, sim < n yn < p, existen ki, ks € Ntalesque m+ ki =nyn+ky =p.
Luego

p=n+ke=(m+ki)+ky=m+ (k1 + k2),

lo que demuestra que m < p. Hemos demostrado la trasitividad.

La relacién < es entonces de orden. Si m < n y m # n, decimos que m es menor que n, y
escribimos m < n. Note que 0 < n, para todo n # 0.

A.3.1 La ley de tricotomia

Sea n € N, y defina el conjunto

A = {meN:m<njU{meN:n<m}
= {meN:m<nlU{ntu{meN:n<m}.

Vamos a probar que A es inductivo. Primero note que como 0 < n entonces 0 € A. Supong-
amos que m € A y probemos que m* € A. Tenemos dos posibilidades:

e Sim < n entonces existe k € N tal que n = m+ k, y ademés k # 0. Luego k = p*, para
algin p € N, con lo que n =m+ (p+ 1) = (m+ 1) 4+ p. Esto muestra que m + 1 < n,
y por lo tanto m + 1 € A.

e Sin < m, dado que m < m+ 1 se sigue por transitividad que n < m+ 1, y por lo tanto
m+1¢€ A

Por el principio de induccién concluimos que A = N.

Esto demuestra la llamada ley de tricotomia que conocemos desde la secundaria. Dicho de
otra forma, el orden que hemos definido en N es un orden total.

Lema A.3.1 (ley de tricotomia) Dados m,n € N, se cumple una y solo una de las siguientes:

m<n, m=n, n<m.
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A.4 La resta y la divisién

La resta y la divisién en N son operaciones “incompletas”, en el sentido que no siempre se
pueden realizar. Por ejemplo, en N no tiene sentido hablar de 3—7, 0—1, 6 5+ 9. Para poder
hablar de n — m, necesitamos tener n > m. En tal caso, la misma definicién de orden nos da
la definicién de n — m.

En efecto, para m < n tenemos por definicién que existe £ € N tal que m + k = n. Por la
ley de cancelacién de la suma, dicho k es tinico (m+k =m + k' =n = k = k). Definimos
entonces n — m = k. Esto es, n — m se caracteriza por:

k=n—-m&mt+k=n.

En particular, si n = m* = m+1, entonces m = n— 1. Note ademds que algunas propiedades
de la suma se heredan a la resta. Por ejemplo:

Propiedad A.4.1 La multiplicacion es distributiva con respecto a la resta:
p-(n—m)=p-n—p-m,
para p € N, m < n. En efecto, si k =n —m tenemos m + k =n, de donde
p-m+p-k=p-(m+k)=p-n,

lo que significa p-k = p-n — p-m. Finalmente, reemplazando k por n — m obtenemos el
resultado.

Sin embargo, hay que tener cuidado con ciertas propiedades de la suma que no son validas
para la resta. Por ejemplo, la resta no es asociativa, como lo muestran los siguientes cdlculos:

9—(4-3)=9—-1=8#(9-4)—3=5-3=2,

Por otro lado, acerca de la conmutatividad de la resta en N, no tiene siquiera sentido hablar,
puesto que cuando m < n, m — n no esta definido.

Similarmente se puede definir la divisién: Dados m,n € N, con m > 0, decimos que m es
divisor de n si existe k € N tal que m - K = n. En los ejercicios se pide demostrar la ley de
cancelacién de la multiplicacién, la cual implica, al igual que en el caso de la suma, que k es
tinico. Definimos entonces n <+ m = k. Con frecuencia se usa la notacién ;- en vez de n +m.
Tenemos

k= Sm-k=n.

n
m
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A.5 Ejercicios
1. Demuestre que la relaciéon de orden en N es compatible con las operaciones:

m < n=m+k<n+k)y (m-k<n-k),
m < n=>m+k<n+k.

Si ademads k > 0 entonces:
m<n=m-k<n-k.

2. Use la segunda parte del ejercicio anterior, y la ley de tricotomia, para demostrar la ley
de cancelacion de la multiplicacién: Si k # 0 entonces

m-k=n-k=m=n.

3. Si k <mym <n, demuestre que m — k <n — k.

4. Demuestre que no existe n € N tal que 0 < n < 1. Concluya que en general, dado
m € N, no existe n € N tal que m <n <m+ 1.

5. Demuestre que la divisién distribuye por la derecha con respecto a la suma y la resta.
Es decir si p es divisor de m y n se tiene:

(m+n)~p=m-=p+n+p, (M—n)+p=m-+-p—n-=p,
donde m > n en el segundo caso.

6. Demuestre que la divisién no distribuye por la izquierda con respecto a la suma y la
resta. Esto es, en general se tiene

p+-(m+n)#p+-m+p+n, p+=(m—n)#p+m—p-+n.

Es mads, dé ejemplos en los que p +~m y p + n estén definidos, pero p + (m + n) no lo
esté (o viceversa).
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Apéndice B

Construccion de R

B.1 Un poco de intuicién

Pensemos en un punto P sobre una recta numérica en la cual se han ubicado los racionales en
la forma usual. Geométricamente, este punto determina dos conjuntos de nimeros racionales,
uno de los cuales estd el formado por los que corresponden a puntos a la izquierda de P.
Denotemos este conjunto con A, y observemos lo siguiente:

1. A # ¢y A +# Q, pues existen racionales tanto a la izquierda como a la derecha del
punto P.

2. Sir € A entonces todos los racionales menores que r también pertenecen a A.

3. El conjunto A no tiene méximo. Esto es consecuencia del hecho que en cualquier
segmento de la recta numérica siempre existen “puntos racionales”.

Si bien estas observaciones son bastante heuristicas, pues nos hemos basado tinicamente en
nuestra intuicién geométrica, ellas nos indican una forma de proceder para dar una con-
struccién rigurosa de R. A un conjunto con estas propiedades lo llamaremos cortadura de
Dedekind, o simplemente cortadura.

Definicién B.1.1 Sea a un subconjunto de Q. Decimos que a es una cortadura de Dedekind
s satisface:

(i) a#F ¢ ya#Q
(ii) Sir € a entonces {g € Q:q<r} C a (a contiene todos los racionales menores que )

(i4i) Dado r € «, existe ¢ € a tal que ¢ > 1 (a no tiene mdzimo)

215
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Ejemplo B.1.1 Por ejemplo, el conjunto
Q ={z€Q:2<0}

es una cortadura. Denotaremos esta cortadura por 0.

Ejemplo B.1.2 En general, dado cualquier racional p, el conjunto

P={q€Q:q<p}

es una cortadura (demuéstrelo como ejercicto). Usaremos también o, para denotar esta
cortadura.

Ejemplo B.1.3 Los conjuntos
A={z€Q:2<3}y B={z€Q:2>3}

no son cortaduras. El primero no satisface la propiedad (iii), mientras que el segundo no
satisface la propiedad (ii).

Las siguientes propiedades son consecuencia de la definiciéon de cortadura.
Lema B.1.1 Sea o una cortadura. Entonces:

(a) Sip € ayqé a, setiene p < q. En otras palabras, si q ¢ « entonces q es cota superior
de a.

(b) Sir ¢ ayr<s, entonces s ¢ a.
Demostracién

(a) En efecto, si se diera ¢ < p se tendria ¢ € «, lo cual contradice la hipétesis.

(b) Si tuviésemos s € a entonces, como r < s se tendria r € «, lo cual es falso. O

Ya vimos en forma intuitiva que cada punto sobre la recta determina una cortadura, y también
es intuitivamente claro que cada cortadura corresponde a un punto de la recta. Con esa misma
intuicién, podemos convencernos de que dos puntos distintos corresponden con a cortaduras
distintas. Es decir, hay exactamente una cortadura para cada punto sobre la recta.
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B.2 Definiciéon de R

Ahora, queremos definir el conjunto de los nimeros reales de manera que haya un real para
cada punto sobre la recta. Dado que ya nos convencimos de que hay una cortadura para cada
punto sobre la recta, es natural definir:

R={a € P(Q): «esuna cortadura} .

Los elementos de R son entonces cortaduras, y los llamaremos también nimeros reales. El
ejemplo B.1.2 demuestra que cada racional p determina una cortadura (i.e. nimero real)
p € R. M4s adelante utilizaremos esto para identificar a Q con el conjunto

Q={p:pecQCR
Ejemplo B.2.1 Consideremos el conjunto
A=Q U{recQ:2?<2}. (B.1)
(i) Nétese que A # ¢, pues Q~ C A. Ademds A # Q, pues por ejemplo 3 ¢ A.

(ii) Seanr € A yq € Q tales que g < r. Consideremos dos casos:

o 5iq <0, entonces g € Q7, as? que q € A.
o Siq >0, entoncesr > 0, asi que 2 < 2. Luego tenemos 1> —q> = (r—q)(r+q) > 0,
y por lo tanto ¢ < r? < 2.

Esto demuestra que en todo caso se tiene g € A. Hemos demostrado que para r € A se
tiene
qg<r=qé€A.

(i1i) Sea r € A. Entonces existe ¢ € A tal que r < q. En efecto, si r < 0 se puede tomar
q=1. Sir >0, tenemos r* < 2. Tomando q =r + %, conn € N tenemos

o 1 o 1 o + 1
R
n n n n n

2r+1
Tt < 2, y como r?

Para que ¢* sea menor que 2, basta que r% + < 2, eso es

equivalente a
2r+1

2—1r2
Tal n existe por arquimedianidad de Q. FEsto demuestra que el conjunto A es una
cortadura (es decir, un nimero real), el cual mds adelante llamaremos /2.

En el conjunto R se pueden definir las operaciones “suma’” y “multiplicacién”, asi como la
relacién de orden, y demostrar todas las propiedades que en teoria axiomética se conocen
como “axiomas de campo y orden”. Hacer ese trabajo con detalle no es nuestra intencién.
Nos conformaremos con indicar las definiciones y algunas de las demostraciones més simples,
y remitimos al lector interesado en los detalles, a la literatura correspondiente.
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B.2.1 Definicién del orden

Cuando pensamos en un nimero real (cortadura), pensamos realmente en el punto geométrico
que lo define. Ahora, si un punto estd a la derecha de otro, es geométricamente claro que
la cortadura que define el primero contiene a la que define el segundo. Es natural entonces
definir la relacién de orden en R, como la relacién de inclusién entre cortaduras.

B

Representacién geométrica del orden en cortaduras.

Definimos entonces la relacion de orden “<” asi:
a<feacp.

Se le recomienda al lector demostrar que efectivamente esta relacién es de orden. Es decir,
es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Cuando oo < 8y « # 3, escribimos a < 3, y decimos
que « es menor que 3.

Ejemplo B.2.2 Sea « la cortadura dada por (B.1), y sea f={p€Q:p <3} = 3. Entonces
a< B, pues a C B ya# B (verifiquelo).

Ejemplo B.2.3 Sipi,p2 € Q se tiene
p1 < P2 & p1 < pe.
La demostracion se deja como ejercicio.

Notese que la relacion de inclusion definida en una familia arbitraria de conjuntos, no nece-
sariamnte es de orden total, pero por las propiedades de cortaduras, en el conjunto R si lo
es.

Teorema B.1 (Ley de tricotomia) Dados a y [ en R, se cumple una y sélo una de las
siguientes alternativas:
a<pB, a=p8, pB<a

Demostracién

En efecto, suponga que no se cumplen las dos primeras. En otras palabras, a no es subcon-
junto de (. Entonces existe ¢ € « tal que ¢ ¢ 5. Dado p € , el lema B.1.1 (aplicado a f3)
demuestra que p < ¢, y por la definicién de cortadura se sigue que p € a. Consecuentemente
B C a, y como 3 # « se sigue que 5 < a. Por otro lado, es evidente que no pueden darse dos
de estas posibilidades a la vez. [
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Nota: El ejemplo anterior demuestra que el conjunto
Q={p:peQ}

se comporta igual que Q, al menos en cuanto al orden. Méds adelante veremos que las op-
eraciones que definiremos en R también se comportan, al verlas en QQ, como las operaciones
usuales de Q. Es natural entonces identificar cada racional p con su respectivo p, obteniendo
asi una identificacién de Q con @ Sin embargo, para efectos de claridad, seguiremos usando
p por el resto de la construccién.

Ejemplo B.2.4 Dado o € R, es un buen ejercicio demostrar que
a={peQ:p<a}.

En efecto, si p € a se sigue por definicion de cortaduras que p C o y p # «, de donde p < a.
Reciprocamente, si p < o tenemos p C « y p # . Tomando q € « tal que q ¢ p, se concluye
que q > p, y por lo tanto p € a.

Con la identificacion de p con D, este ejemplo demuestra que efectivamente, un nidmero real
es el conjunto formado por los racionales menores que este.

B.2.2 Operaciones en R

Para completar la construccién de los nimeros reales, debemos decir algo sobre la forma en
que se definen las operaciones. Nos restringiremos a indicar las definiciones y esbozar algunas
demostraciones, dejando el resto como ejercicio para el lector interesado en completarlos.

La suma

Queremos definir la operacién suma de manera que sea compatible con la relacién de orden.
Esto es, debe cumplirse:
(a<anb<p)=a+b<a+p.

Tomando a = py b= g, esto es lo mismo que
(pEaNgeB)=ptqge€a+p.
Esto sugiere que definamos:
at+B={p+q:pEayqcp}
Antes que todo debemos verificar que a + 3 es efectivamente una cortadura. Esto es,
demostraremos que:
S1. (La suma es una operacién cerrada) Para «, 5 € R se tiene a + 3 € R.
Demostracién

Verifiquemos las propiedades de cortaduras:
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(i) Logicamente tenemos a+/3 C Q. Ademds, como a # (), existe p € «, y similarmente
existe g € 3. Luego p+ ¢ € a+ 3 y por lo tanto a + 3 # ().

Para demostrar que o+ 3 # Q, escojamos r, s € Q tales que r ¢ oy s ¢ 5. Dados
todop € ayqe fsetiene p<ryq<s,y porlacompatibilidad de la suma con
la relacién de orden en Q se sigue que

p+qg<r+s.

Esto demuestra que r + s ¢ a+ 8y por lo tanto o + § # Q.
(ii) Seat € a4+ [y sear <t. Tenemost =p+q,conp € ay q € 3. Luego
’I”:p—F(T—p),
dondep € ayr—pe (3 (debido a que r —p < g € 3). Por lo tanto r € a + f3.

(iii) Seat =p+qg € a+ 5. Como a y 3 son cortaduras, existen p’ € a 'y ¢’ € 3 tales
quep<p yqg<q.Luegot' =p+¢d eca+Byt=p+qgq<p+q¢=t.0

Las demostraciones de las siguiente propiedades se dejan de ejercicio al lector.

S2. (Conmutatividad de la suma) Para a, 8 € R se tiene a + = + «.
S3. (Asociatividad de la suma) Para a, 3,7 € R se tiene a+ (8 +7) = (a+ ) + 7

S4. (Existencia del neutro) Existe 0 en R tal que o+ 0 = a, Ya € R.

Para la existencia del inverso, definimos

—a={peQ:—pd¢a},

excepto cuando o € Q. En este tltimo caso se tiene oo = oy, para algin p € Q, y entonces —a
se define como a_p,.

S5. (Existencia de inversos aditivos) Para cada a € R, existe —a € R tal que —a+a = 0.
El elemento —a se llama el inverso aditivo de a.

En efecto, el caso a € Q es bastante directo y se deja como ejercicio. En el caso a ¢ Q,
debemos verificar primero que —« es una cortadura.

(i) Note que —a # () pues existe ¢ ¢ «, lo que implica —g € —a. Ademds —a # Q
pues existe ¢ € a, lo que implica —q ¢ —a.

(ii) Sip€ —ay q < p, tenemos —p ¢ o'y —p < —q. Luego —q ¢ a, es decir g € —a.

(iii) Dado p € —a, por definicién se tiene —p ¢ «. Luego, por el ejercicio 3 existe
r < —p tal que r ¢ «, y esto significa que —r >py —r € —a.
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Ahora demostremos que —«a + o = 0.

Dadot=p+qg€ —a+a,conp € —ayq€ a, tenemos —p ¢ a'y q € «, lo que implica
q < —p. Luego p+ q < 0, asf que ¢ € 0. Esto demuestra que —a + a C 0.

Por otro lado, dado r € 0 tenemos 7 < 0. Escojamos p € a y q ¢ « cualesquiera. Por
Arquimedianidad de Q existe n € N tal que p —rn > ¢, y en particular p — nr ¢ «. Por
el principio del buen orden, existe el menor natural n tal que p — nr ¢ «a. Se sigue que
p1 = — (p—nr) € —«, mientras que po = p — (n— 1)r € o, y ademds p; + p2 = r. Se
concluye que r € —a + «, y esto demuestra la otra inclusién. [

La multiplicacién

La multiplicacién se debe definir con més cuidado, pues el conjunto

{pg:peayqecp}

no es una cortadura (jpor qué?). Debe considerarse primero el caso o > 0 y B> 0. En tal
caso se define

a-B=Q U{pg:0<pea, 0<qef}.

Notese que a - 3 > 0. En efecto, como o > 0 existe p € a tal que p > 0, y como 3 > 0 existe
q € B tal que ¢ > 0. Luego pqg > 0y pq € of.

Al igual que en la suma, lo primero a demostrar es que « - 8 es una cortadura, es decir que
la multiplicacién es cerrada en R. Después se demuestran las demds propiedades (para el
caso que « y (3 sean positivos), de manera similar a como se hizo con la suma. Finalmente se
extiende la definicién al caso en que alguno de los factores sea negativo, utilizando para ello
la ley de signos. Por ejemplo, si a > 0y 8 < 0, se define

a-ﬁ:—a-(—ﬁ),

y similarmente con los demds casos. La ley de signos se utiliza entonces como definicién, lo
mismo que la absorvencia del cero. Esto es, se define

a-ﬁ:ﬁ, Va € R.

Los detalles de este proceso los dejamos de lado, para no hacer la presentacién muy tediosa.
Invitamos al lector interesado, a intentar una demostracién de estas propiedades, o consultar
la bibliografia.

M1. Para a,( € R se tiene - 8 € R.
M2. Para «,3 € R se tiene a- =0 - a.

M3. Para a, 3,7 € R se tiene a- (8-v) = (a-3) -
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M4. Existe T en R tal que « 1= a, Va € R.

M5. Para cada a € R, o # 6, existe a ! € R tal que a- ™! = 1. En efecto, para a > 0 se

define la cortadura a~1 como

I Q*U{pe(@Jr:p*lgéa} siagé@
1 siaeQ
Finalmente se demuestra la distributividad:

D. Para a, 8,7 € R se tiene
a-(B+y)=a-B+a-7.

Las propiedades S1, ..., S5, M1, ..., M5, D definen los “axiomas” de campo. Los axiomas de
orden se obtienen también de manera inmediata en este caso. Para esto definamos el conjunto
de los niimeros reales positivos:

P={aeR:a>0}.
Tenemos:

O1. Si o, € P entonces a + 8 € P.

En efecto, como o > 0y 8 > 0, existen racionales positivos p € a y g € 5, vy luego
0<p+qge€a+p,loque demuestra que a + 3 > 0.

02. Siae Py p € P, entonces a- 3 € P.

Esto es directo de la definicién, como observamos arriba.

03. Dado « € R, se tiene que a € P 6 —a € P (pero no ambos).

Esta propiedad es también bastante directa, y se deja como ejercicio.

B.3 Completitud de R

Recordemos las definiciones relacionadas con este concepto.

Definicién B.3.1 Decimos b € R es cota superior de un conjunto A C R, si para cada z € A
se tiene x < b. Si tal es el caso, se dice que A es acotado superiormente.

Considerando entonces el conjunto B de cotas superiores de A, nos preguntamos si B tiene
minimo. Si tal es el caso, adicho minimo le llamamos extremo superior de A, o supremo de
A, y le denotamos sup A. Definamos este concepto con més precision:

Definicién B.3.2 Sea A C R acotado superiormente, A # (). Un elemento 3 € R se llama
el extremo superior (o supremo) de A, si es la menor de las cotas superiores. Dicho de otra
forma, B es el extremo superior de A si satisface:
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1. B es cota superior de A.

2. Para toda b cota superior de A, entonces 8 <b .
En nuestra construccion, el llamado axioma del extremo superior es un teorema.

Teorema B.2 (Axioma del extremo superior) Sea A un subconjunto no vacio de R, acotado
superiormente. Entonces existe el extremo superior de A.

Demostracion
Se define

8= Ua:{pEQ:pEaparaalgﬁnaeA},
a€cA

y tomamos b cota superior de A. Entonces claramente se tiene 5 C b, y como b # Q, se sigue
que 8 # Q. Ademds 8 # (), pues contiene a todos los « € A. Por lo tanto [ satisface (i)
en la definicién de cortadura. Por otro lado, si p € 8 tenemos p € « para algin a € A. Si
g es un racional tal que ¢ < p, se sigue que ¢ € «, y por lo tanto ¢ € 5. Esto demuestra
que [ también satisface (ii), en la definicién de cortadura. Similarmente se demuestra que 3
satisface (iii), y por lo tanto es una cortadura, o sea que 3 € R.

Ahora, es obvio que a < 3 para cada a € A. Ademds, como 8 < b y b es una cota superior
arbitraria, se concluye que 3 es la menor cota superior de A. O

Ejemplo B.3.1 (Intervalos) Para cada o € R, el conjunto A = {x € R: x < a} es acotado
superiormente, y ademdas o = sup A. En efecto, es evidente que « es cota superior. Ademdas,
st B < a entonces existe p € « tal que p ¢ [3. Pero entonces, por las propiedades de cortaduras,
B < p < «a, demostrando que B no es cota superior de A. Esto demuestra que « es la menor
cota superior, y por lo tanto el supremo de A. El conjunto A se denota por | — oo, af.

Ejemplo B.3.2 Para v € R considere el conjunto

A={p:pen}.

De la demostracion del teorema anterior se tiene que

sup A = Ua:U]/)\:'y.

acA peEY

Si identificamos a p con p, esto pone de manifiesto el hecho que las cortaduras son precisa-
mente los supremos de los conjuntos de racionales que las definen.
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B.4 Ejercicios

1.

10.
11.
12.
13.

Demuestre que para p, q € Q se tiene

p<qep<q

. Para p € Qy a € R, demuestre que

~

p<a&=pecaqa

. Demuestre que si A es una cortadura, entonces Q — A tiene minimo si y solo si A € Q.

Demuestre que para cada o € R se tiene
—a={p € Q:existe r < —p tal que r ¢ a}.

-1

. Demuestre que para p € QQ se tiene o, ~ = 1.

p P

. Si a > 0 demuestre que

al=Q U {p € Q" : existe ¢ < p~! tal que ¢ ¢ a}.
(Compatibilidad de la suma con la relacién de orden) Sean «, 8,y € R. Entonces

a<pfeat+y<pf+7.

. Para , 8 € R se define @ — § = o + (—f) . Demuestre que a > < a — 5 > 0.

. (Compatibilidad de la multiplicacién con la relacién de orden) Sean «, 3,7 € R,

con vy > 0. Entonces
a<feay<py.

Demuestre las propiedades S2, S3, S4.
Demuestre las propiedades M1...M5 y D para niimeros reales positivos.
Defina explicitamente o - 8 para « y [ reales, considerando todos los casos.

Para p,q € Q demuestre que p+¢ = p+q, y que pg = p- §. Concluya que @ es una
copia de Q, en el sentido que la funcién

f:Q—-R

definida por f (p) = p, es un isomorfimos de campos.
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