FUNDAMENTOS DE LOS ESPACIOS VECTORIALES ABSTRACTOS

Primeros ejemplos.

Consideremos el conjunto V2 de los vectores libres del plano. Recordemos que la operacién de sumar vectores
verificaba las siguientes propiedades:

- Asociativa: U + (\7 + Vv) = (ii + \_5) +W para todos i,V ,wllV,

- Conmutativa: Para todos %,V [V, se cumple que i +V =V + i

- Elemento neutro: existe el vector nulo 0 tal que # +0 =1 para todo [V,

- Elemento opuesto: dado cualquier vector 1[IV, , existe otro vector (—ﬁ)DV2 tal que u + (—ii) =0

También, recordemos que el producto de un vector libre por un nimero real verificaba las propiedades:

- a[ﬂﬁ+§)=a[ﬂi+a[v OaOR vy todos u,v UV,
- (a+PB)Gi=alGi+pE DOa,BOR ytodo i OV,
- a[ﬂﬁ[ﬂ?)Z(a’ﬁ)W Oa, BUR ytodo u UV,

- 1Wi =u paratodo u [V,

Sea el conjunto de los nimeros complejos, C ={Z =a+bi / a,bDR} . En C se definen dos operaciones:

— Una interna, suma de complejos: (a + bi) + (C + di) = (a + c) + (b + d)i

- Otra externa, el producto de un nimero real por un complejo: A EQa + bi) =Aa + Abi
Con respecto a la suma de complejos se verifican las siguientes propiedades:

- Asociativa: z, +(z2 +z3) = (z1 +22) +z,, Uz, z,, z,0C
- Conmutativa: z, +z, =z, +z,, Uz,z OC

- Elemento neutro: existe el complejo z, =0+ 07, tal que z+z, =z, JzOC

- Elemento opuesto: Dado el complejo z =a + bi existe z' = —a —bi talque z+z' = A

Respecto del producto por nimeros reales se verifican las propiedades:

- Az +z,)=A0 +10,

- (A+p)E =20 +ul, OA,u0R, Oz, z OC
- (/1,[1) [z, =/]|:QIU&1)
- 1, =z
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sea R =R XR el producto cartesiano de R por R: R’ ={(x,y) / xOR, yDR}

2 . .
En R~ se definen dos operaciones,

— Una interna, suma de pares ordenados: (x,y) + (x',y') = (x +x',y + y')

- Otra externa, producto de un nimero real por un par ordenado: A [ﬂx,y) = (/]x , /]y)

Respecto a la suma de pares ordenados se verifican las propiedades:

psosatia: (x,2) ¢ [ (') +(x*,37)] = [ (5.2) + (¢, )]+ (")

- Conmutativa: (x,y)+(x',y') = (x',y')+(x,y)

~  Elemento neutro: existe el par ordenado (0,0) tal que (x,)+(0,0) =(x,»)
~  Elemento opuesto: dado un par ordenado (x, ) existe otro par (—x,= ) tal que

(¥, )+ (=x.=)=(0,0)

Con respecto al producto de nimeros reales por pares ordenados se verifican las propiedades:

AQ(x,p)+(x ) ]=AHx, y) + AL, y)
(A+ ) U, y) =AU, p) + px, y)

(M) Wx.y) = A0 ufx, v) ]

1{x,y) = (x.»)

Todo esto para cualquier par ordenado de R* y A, HMOR.

Consideremos el conjunto P2 de los polinomios en X con coeficientes reales y de grado menor o igual que 2.
En P2 se pueden definir dos operaciones:

— Unainterna, suma de polinomios:
(ax2 +bx +c) +(a'x2 +b'x+c') = (a +a')x2 + (b+b')x +(c +c')
— Otra externa, producto de un nimero real por un polinomio:

A [anz +bx+c) = dax® + Abx + Ac

Se comprueba con facilidad que se verifican las cuatro propiedades con la suma y las cuatro con el producto de los
ejemplos anteriores.
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Nocién de espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales

La abundancia de conjuntos como los anteriores, donde en todos pueden definirse dos operaciones, una
interna en la que sumamos elementos del conjunto y obtenemos otro elemento del mismo conjunto y otra externa en
la que multiplicamos un elemento del conjunto por un nimero real, obteniendo un nuevo elemento del conjunto, y
tales que se verifican esas ocho propiedades, llevo a los matematicos a estudiar todos los casos a la vez desde un
punto de vista general, de modo que cuantas conclusiones se obtengan del estudio abstracto puedan aplicarse luego a
cada caso particular.

Asi, el nuevo objeto de estudio sera un conjunto cualquiera con las dos operaciones ya mencionadas, que
llamaremos espacio vectorial.
Definicion:

Un conjunto E es un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los nimeros reales cuando en él se han definido
dos operaciones, una interna, que llamaremos suma y que se representa por +, E X E [J L E, y otra externa, que

llamaremos producto por nimeros reales, representada por el simbolo L, RXE [ Th E, tal que para cualesquiera

a,b,cOE y a, BOR se cumple:

e Respecto de la operacidn interna se verifican las siguientes propiedades:
1) Asociativa: (a+b)+c =a +(b+c)
2) Existencia de elemento neutro: JOOE / 0+a=a+0=a, UaUE
3) Existencia de elemento opuesto: JaOE , Oa'0E / a+a' ' =a'+a=0. Al elemento opuesto
de a se le denota por (—a) .

4) Conmutativa: a+b=b+a.

e Respecto de la operacion externa se verifican las siguientes propiedades:

1) Distributiva de la ley externa respecto de la internaen E : & [ﬂa + b) =aglad+alb
2) Distributiva de la ley externa respecto de la suma de R : (0’ + ,B) =ala+Ll
3) Asociativa mixta: & [ﬂﬁ Bl) = (a,B) W}

4) Neutralidad de la ley externa: 1[& = a

A este conjunto con estas operaciones se le suele denotar por (E ,+.0 ]R), y se dice que E es un R- espacio

vectorial. Los elementos de E se llaman vectores y los escribiremos con letras latinas; los elementos de R se llaman
escalares y los escribimos con letras griegas.

Los cuatro conjuntos de los primeros ejemplos con las operaciones alli definidas son IR- espacios vectoriales.

Proposicidn:
Para todo a de un espacio vectorial E ytodo @ de R, se verifica:

1) 0L&=0

2) al0=0

3) (~a)k=al-a)=-(ak)
4) (—I)Bz=—a

5) Si ald=0,entoncesd=0 o a=0
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Demostracion:
1) Tenemos que a =1[4& =(1+0)BZ =1 +0ld=a+00ld = a=a+0L& , entonces sumando en

ambos lados el opuesto de @ obtenemos que 0 =01[a.

2) Paratodo a de E ytodo @ de R es aDz+aE(l)=a[Qa+0)=aBz = ald+all=ald,

entonces sumando en ambos miembros el opuesto del vector @ [a obtenemos que a0 =0.

3) Como 0=00[& =[a+(—a)}ﬂz =ala +(—CJ’) b = (—G’)Bl es el opuesto de @ la, es decir

(—a) & = —(a Bl). Analogamente se prueba que [ﬂ—a) = —(CJ’ BZ).
4) Utilizando lo obtenido en el apartado anterior: (—1) = —(1 BZ) =-a.
5) Supongamos que @ Z 0, entonces existe a’ ,y, como @ L& =0 si multiplicamos ambos miembros por

a”' tenemos O’_IEQO’BZ)=0'_1HD = (O’_IW)Blzo = 1&=0 = a=0

Proposicidn:
Todos los elementos distintos de los elementos neutros de E y de R para las respectivas sumas verifican:

Si alh=ald = a=b, Uaz0
Si ala=pla = a=, Uaz0

Subespacios vectoriales

Definicién: Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales; se llama subespacio vectorial de E
sobre R a todo subconjunto 4 [J E tal que teniendo en cuenta las dos operaciones (interna y externa) definidas

para E, A es un espacio vectorial.

Teorema (Caracterizacién de un subespacio vectorial)
La condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto A4 de un R -espacio vectorial E sea un subespacio

vectorial es que para cualquiera que sean a,b[J A4 y @ OR se verifique:
atblA4
alall4

Demostracion:

Condicién necesaria: Si A es un subespacio vectorial de E, 4 es un R -espacio vectorial y obviamente se
verifican las condiciones del teorema.

Condicién suficiente: Suponemos que se verifica que paratodos @, b0 A4 vy a0R esa+b0A yalad4.

Veamos que A4 es un R -espacio vectorial.
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Como @ L& 0 A paratodo @ OR, en particular 0L&t =00 A4, con lo que A contiene al vector cero, A tiene

elemento neutro. Ademas, para todo a 1 4, (—1) L& = —a 0 A ; por tanto, el opuesto de cualquier vector de A

estien A.

Entonces, la suma de vectores de A tiene las cuatro propiedades necesarias para ser espacio vectorial puesto que
las propiedades asociativa y conmutativa las hereda de E (todos los vectores de E las cumplen y los vectores de A4
también lo son de E ). De igual modo, las cuatro propiedades necesarias relacionadas con el producto de vectores de

A por escalares también las hereda de E .

A partir de este teorema es evidente la siguiente afirmacién:

La condicidn necesaria y suficiente para que un subconjunto A4 de un R -espacio vectorial E sea un subespacio
vectorial es que para cualquiera que sean a,hb0A y a,BOR se verifique: ald+ SbOA

Ejemplos:

V' Probar que el subconjunto 4 Z{(x,y,z) OR/x+y=0, 2x-y+3z= 0} es un subespacio
vectorial de R’.

Tomamos dos elementos a,bJA = a :(x,y,z) con{ y b:(x',y',z') con{ L, ,
veamos que a +b0 A4 ; a+b:(x,y,z)+(x',y',z'):(x+x',y+y',z+z')[|A puesto que:

(x+x')+(y+y'):(x+y)+(x'+y'):0+():0
2(x+x')—(y+y')+3(z+z'):2x+2x'—y—y'+32+32':(2x—y+32)+(2x'—y'+32'):0+O=0

Comprobamos ahora que alaUA4, DaUOR ; a@:a[ﬂx,y,z):(a’x,ay,az)DA puesto que:
a'x+a'y:a'(x+y):a'[ﬂ)20
2(a'x)—(a'y)+3(a'z):a'(2x—y+3z):aﬂl):0

Por tanto A es subespacio vectorial de R’.

v Comprobar si el subconjunto B ={(x,y,z) OR/ x+ 2y -3z = 4} es un subespacio vectorial de R”.

Tomamos dos elementos a ,b(0B = a:(x,y,z) con x+2y-3z=4 y b:(x',y',z') con x'+2y' =3z'=4
veamos si a+b0B ; a+b:(x,y,z)+(x',y',z'):(x+x',y+y',z+z')[|B puesto que :

(x+x')+2(y+y')—3(z+z'):x+x'+2y+2y'—3z—3z':(x+2y—3z)+(x'+2y'—3z'):4+4:8¢4

Por tanto B no es subespaciovectorial de R’.

Definicién: Se dice que un vector u [JE es combinacidn lineal del conjunto o sistema de n vectores

{e1 ,€,,85, ... ,en} de £ cuando existen n elementos de R, {0’1 ,a,,a,, ... ,a'”}, tales que:
u=a,lé+a,le, +a,le+-+a,le,

Ejemplo:

Dados los vectores e, = (1,— 1,0) y e = (—1,2, - 1) de R’, el vector u = (4, - 5,1) es combinacién
lineal del sistema formado por los dos vectores anteriores puesto que existen @, ,a, UR tales que

u=a,lé +a,le, . En efecto:
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u=a,k+a,k, = (4,-51)=a,1,-1,0)+a,{-1,2,-1) = (4,-5,1)=(a,-a,,-a,+2a,,~a,)
a-a,=4

a, =3
e -ayt2a,=-5 = = u=30[ —e
a,=-1
-a, =1
Teorema:

Sea S un conjunto finito o infinito de vectores de un espacio vectorial £ . Entonces, el conjunto de todos
los vectores que son combinacion lineal de un nimero finito de elementos de S es un subespacio vectorial

de E llamado “cierre lineal de S ” o “subespacio generado por S ”, que denotamos por <S> 0S.

Demostracion:

Dados dos vectores cualesquiera u,v D(S), tenemos que tanto ¥ como v son combinacion lineal de

un ndmero finito de elementos de S . Por tanto para cualquier par de nimeros @, B[R es evidente que

all+ Blv es combinacién lineal de un ndmero finito de elementos de S vy, en consecuencia,

al+ 00 <S> Con esto queda probado que <S> es un subespacio vectorial, contenido en E'.

Definicién: Se dice que un sistema de vectores S es un sistema de generadores para un espacio vectorial

E, si el subespacio generado por S coincide con E, <S>—E .

Esto quiere decir que S es sistema de generadores para £ cuando cualquier vector de E se puede
expresar como combinacion lineal de un nimero finito de vectores de S .

Ejemplo:

Consideramos los vectores de R’ e = (1,—1,1) ,e = (0,2,—1) , e = (1,0,2) . Veamos que

S ={e1 ,€, ,63} es un sistema de generadores para R”.

u=a, g +a,,+a e, = (x,y,z)=a{l,-1,1)+a,[{0,2,-1)+a,[{1,0,2) <

ata,=x
- _ 2a,+a,=x+y

(x,y,2)=(a,+a,,~a,+2a,,0,-a,+2a;,) = <-a+2a,=y = g, +4a =2z
-a,t2a, =z

. 0'1:4x_y_22 , azz2x+2y—z , a3zx+y+2z

5 5 5
-y - +2y— +y+
Luego u= (x,y,z):w[ﬂl,—l,l)+%Eﬂ0,2,—1)+%22[(1,0,2) ¥, en consecuencia, S es

. 3
un sistema de generadores para R,

Definicidn: Un espacio vectorial E se dice que es de tipo finito si existe un sistema de generadores para £
con un numero finito de elementos.
En lo sucesivo, sélo consideraremos espacios vectoriales de tipo finito.

Dependencia e independencia lineal

Definicidn: Se dice que un sistema de n vectores de un espacio vectorial E es ligado o que constituyen un
sistema de vectores linealmente dependientes si existe al menos uno de ellos que sea combinacidn lineal
del resto.
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En caso contrario se dice que el sistema es libre o que los n vectores son linealmente independientes.

Teorema (Caracterizacién de los sistemas ligados):
El sistema {e1 ,€,,85, ... ,en} , formado por n vectores de un espacio vectorial £, es un sistema ligado si
podemos encontrar una combinacién lineal a, [é, +a, [é, +a, &, +---+a [& =0 conalgin @, #0.

Demostracion:
Supongamos que el sistema es ligado; entonces, al menos uno de sus vectores es combinacion lineal del

resto, por ejemplo e, . Entonces podemos escribir e, = a, [, +a, &, +---+a [& paraciertos a, UR,
de donde se deduce que 1L —a,[é, —a,[é, —--—a, [& =0, expresion que tiene al menos un escalar
no nulo.

Reciprocamente, supongamos que en la relacién a, Lé, +a, [é, +a, [é, +---+a, [ =0 existe algun
a, #0, por ejemplo a, #0 (si no, reordenamos el sistema). Como a; # 0, existe su inversoy

multiplicando por él la relacién anterior, queda:

1 1 a a a
—Qa e +a, &, +a, &, ++a,[¢)=—0 = e+2E+20+ +22 =0 =
al al al al al
— aZ a} an
= =2t
al al al

y, por tanto, el vector ¢, se expresa como combinacidn lineal del resto, con lo que el sistema es ligado.

Proposicién:
— El vector nulo depende linealmente de cualquier sistema de vectores.
— Cualquier vector no nulo forma un sistema libre.
— Cualquier sistema de vectores que contenga al vector nulo es un sistema ligado.
— Cualquier sistema que tenga dos vectores iguales es un sistema ligado.
— Cualquier sistema que tenga dos vectores proporcionales es un sistema ligado.
— Cualquier sistema de vectores que se obtenga afiadiendo nuevos vectores a un sistema ligado es
también un sistema ligado.
La demostracion de esta proposicidon se propone como ejercicio.

Ejemplos:
v’ Consideremos en R’ el sistema S ={e1 = (1,0,1) , e =(0,1,—1) , e = (2,3,—1)} . Veamos
que S es ligado.
Formamos la combinacién lineal @, [é, +a, [&, + a,[&, =0 que equivale a:
a, [ﬂl,O,l) +a, I:QO,I,—I) +a, [42,3,—1) = (0,0,0) , 0 lo que es lo mismo:
a +2a,=0
a, =-2a,
(a+2a,, a,+3a,,a,-a,-a,)=(0,0,0) = <a,+3a,=0 = PR
a,-a,-a,=0 : }
Con lo que el sistema tiene infinitas soluciones, dependiendo del valor que demos a @;. Por ejemplo, si

a,=1 = a,=-3,a, =-2,conloque el sistema es ligado y una relacién de dependencia lineal seria

—2e, —3e, +e, =0, es decir, e, =2¢ +3e,.
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v' Consideremos en R? el sistema S Z{e1 =(1,—1,1) , € =(O,1,—1) , e =(1,0,—1)}.Veamos

que S eslibre.

Formamos la combinacién lineal @, [é, +a, [é, +a, &, =0 que equivale a:

a, [ﬂl,—1,1)+a2 [ﬂO,l,—l)+a’3 [ﬂl,O,—l) =(0,0,0) , 0 lo que es lo mismo:

a+a,=0 a, =0
(a,+a,,-a,+a,,a,-a,-a,)=(0,0,0) = {-a,+a,=0 = a,=0
a,-a,-a,=0 a,=0

Con lo que la tnica posibilidad de formar una combinacién lineal nulaescon @, =a, =a, =0 v,

concluimos que, el sistema es libre.

v Sea § ={e1 , €, 63} un sistema libre de R’.
Demostrar que S ={u1 =e,te,u,=e te,, uy =e +e2} es libre.
Formamos la combinacién lineal a; [, +a, W, + a, [, =0 que equivale a:
a e, +e)+a, e +e,)+a, e +e,)=0 = (a,+a,)l +(a,+a,), +(a,+a,)E,=0 =
a,+a,=0
como S={el,ez,e3} es libre = a,+a,=0 = a=0,=a,=0 = § ={ul, u,, u3} es libre.
a+a,=0

Base y dimensién de un espacio vectorial

Definicién: Un sistema de vectores B ={e1 ,6,,8, ,...,en} de un espacio vectorial £ es una base de £
cuando cualquier vector v de E se expresa de forma tnica como combinacion lineal de los elementos de

B, v=a,l¢ +a,lé, +a,lé, +---+a [é paraciertos escalares a, UR.

A los escalares ordenados (a’1 ,a,, a,,..., ) se los llama coordenadas de v respecto de la base B.

n

A continuacién enunciamos un teorema que permite distinguir si un sistema de vectores es base de un
espacio vectorial de una forma mas operativa.

Teorema (de caracterizacion de bases):

Un sistema de vectores B Z{el ,6,,8, ,...,en} de un espacio vectorial £ es una base siy sélosi B esun

sistema de generadores para £ y ademads es un sistema libre.

Demostracion:
Supongamos que B es una base. Es evidente que B es un sistema de generadores por la propia
definicién de base. Como todo vector v de E se escribe de manera Uinica como combinacién lineal de

vectores de B, en particular el vector nulo se escribe 0 =0[é¢ +0Lé, +0L&, +---+0[e, y como esta
forma debe ser Unica, si tenemos a, & +a, (e, +a,[é, +---+a [é =0, por fuerza tenemos que

a,=a,=a,=---=a,=0 yentonces el sistema B es libre.
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Reciprocamente, si B es sistema de generadores, todo vector v E se puede expresar asi
v=ale +a,le +a,lé +---+a, L& paraciertos escalares @, 1R . Veamos que esta expresion es
Unica. Si v se pudiese expresar de dos formas distintas, como combinacién lineal de elementos de B :

v=ale +a,lé,+a, e, +---+a & ; o UR

4 :ﬁl @1 +ﬁ2 l}z +:B3 @3 +"'+ﬁn @n 5 ﬂ, OR

Restando miembro a miembro tenemos:

0=v-v= (al _ﬁl) @1 +(0’2 _/82) @2 +(0’3 _ﬁs) gz3 *ee +(an _'Bn) @n

y como B ={e1 ,6,,8, ,...,en} es libre, se deduce

(a=-B)=(a,-B)=(a,=-B,)=--=(a,-B,)=0 ,esdecir, a, =B, ,a, =B, , ..., a, =B,

con lo que la expresidon de v en el sistema B es Unica y en consecuencia B es base.

Ejemplo:
v' Consideremos en R? el sistema S Z{e1 = (0,1,1) , € = (1,0,1) , €= (1,1,0)}.Veamos que S
es base de R’.
S es sistema de generadores: sea u OR*, u = (x,y,z) , comprobemos que puede ponerse como

combinacion lineal de los elementos de 5.

u=a e +a,,+a,&, = (x,y,z)=a,00,1,1)+a, [{1,0,1)+a, [{1,1,0) entonces

a,+a,=x
_ _ _ytz—x _Xx—y+tz _xty—-z
(x,y.2)=(a,+a,,a,+a,,a,+a,) = ja+a,=y = Ja,= S mET A=
ata,=z
tz—Xx x—ytz xty—-z
por tanto u=(x,y,z)=y 5 Le, + 2 @2++@3 y S es sistema de generadores.

S es sistema libre: formamos la combinacion lineal a, L&, + a, [é, + a, [é, =0 que equivale a:

a, [ﬂ0,1,1)+0’2 |:q1,0,1)+0’3 [ﬂl,l,O) =(0,0,0) , 0lo que es lo mismo:

a,+a,=0 a =0
(a,+a,,a,+a,,a,+a,)=(0,0,0) => <a,+a,=0 = a,=0
a+a,=0 a,=0

Entonces, la Unica posibilidad de formar una combinacién lineal nula es con @, =a, =a; =0 , el sistema

es libre y constituye una base de R*.
tz—x
La expresion u = (x,y,z) =2 5 Lé, +

directamente, las coordenadas de cualquier vector de R® en la base S, por ejemplo si u = (2, - 3,4) en

-3+4- +3+ -3- - -
g2 3472 24344 20304 L 9 S
2 2 272

x—ytz xty-z

Le, +

(&, nos permite calcular,

la base canénica de R’, Lé, Le,

conloqueuZ(—l,g,—éj enla base S.
22 2
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Los espacios vectoriales de tipo finito poseen por lo menos una base. Si alguno tiene dos bases,
éstas tienen el mismo numero de elementos. Ambas cosas suceden en todos los casos como prueban los
siguientes teoremas.

Teorema (de existencia de base):
Cualquier espacio vectorial de tipo finito £ que no se reduce al vector nulo posee, al menos, una base.

Demostracion:

Sea § ={e1 15,05 ,...,ek} un sistema de generadores de E . Como E no es el espacio nulo, existe al

menos un vector no nulo en S ; por tanto, existen subconjuntos de S que son libres.
Si suponemos que S es ligado, entonces se verifica que @, [ +a, [é, +---+a, [& =0, con algln
a, # 0. Supongamos que @, # 0 (si no, reordenamos el sistema de tal forma que el tltimo escalar sea

distinto de cero).

a a a,
Entonces ¢, = ——[¢ ——2[&, —--- — =
a, a, a,

[é,_, , como cualquier vector de E se puede escribir como

combinacion lineal de {e1 ,€,,€5 ,...,ek} , Y e, se escribe como combinacién lineal de {e1 25,05 ,...,ek_l} ,
éste Ultimo conjunto, {e1 ,€,,0; ,...,ek_l} genera E .
Si el conjunto {e1 ,€,,65 ,...,ek_l} es ligado podemos proceder de igual modo para reducir en uno el

numero de vectores generadores. Este proceso debe continuar hasta conseguir un subconjunto de S que
sea libre, subconjunto que posee al menos un vector por ser el espacio £ no nulo, y que sera ya una base
de E.

Teorema (de la base):
En un espacio vectorial E de tipo finito todas las bases tienen el mismo nimero de elementos.

La demostracion de este teorema se apoya en dos resultados previos:

Lema:

Sea B ={el,e2,e3,...,en} unabasede E ysea u unvectorde E , u=a,[¢ +a,lé, +---+a, [& .Si
a, # 0, entonces en la base B se puede sustituir el vector e, por el vector u de tal manera que el

conjunto resultante sigue siendo base de E .

Demostracion:

Supongamos que el escalar distinto de cero es el primero, si no reordenamos la base, @, # 0. Veamos que
L
B —{u,ez,e3,...,en} es basede F.

B' es sistema de generadores: Es suficiente con ver que los vectores de B se pueden poner como

combinacion lineal de los vectores de B'. Esto es claro para los vectores e, ,e;,...,e, , vedmoslo para e,.

Comou=aqa,lé+a,lé, +--+a,[& y a #0 entonces se tiene que:

e :Lm—ﬁ@2—£@3—...—a” [é

con lo que e, se expresa como combinacion lineal de los
al al al al

n?

vectores de B'.
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B' es libre: Dada cualquier relacion A, [ +A, [&, + A, [é, +---+ A [& =0, veamos que

A=A =A=-=4=0.
A+ + A+ + A [6,=0 < AlaR+a,++a, @)+, @+A @+ -+ =0 <
= (Aa) & +(Aa, +A,) &, +-+(Aa, +A,)[e, =0. Como B es base, cualquier combinacién lineal
nula de los elementos de B obliga a que los escalares sean todos cero. Entonces tenemos:

Aa,=0 = como a,#0 = A =0

Aa,+A,=0 = A,=0 ,
= A =A=A4=---=A =0. Portanto B’ esbase.

Teorema de Steinitz (o de la base incompleta):

Sea B Z{e1 ,€,,65 ,...,en} una base de £ y sea {u1 Uy Uy ,...,uk} un sistema libre de vectores de E'.
Entonces se cumple que k < n y, pueden elegirse convenientemente (n —k) vectores de la base B de tal

manera que afadidos al conjunto {u1 S Uy U ,...,uk} forman una nueva base de E£'.

Demostracion:
Como u, OE, entonces u, = a, (&, +a, (&, +---+a, [&, con algin @, # 0 (no pueden ser nulos

todos los @, porque seria u, =0, y el sistema {u1 Uy Uy ,...,uk} no seria libre)
Supongamos que @, # 0 ; si no fuese asi reordenariamos los vectores de la base. Entonces basandonos en
el Lema anterior, se deduce que B, ={u1 ,€,,8, ,...,en} es base de E'.

Como u, JE, entonces u, = f, [, + 3, [&, +---+ B, [&, donde los escalares £,,[;,...,[3, no
pueden ser todos cero simultdneamente pues tendriamos que u, y u, serian linealmente dependientes.
Por tanto algin £ # 0 para iD{2,3,...,n} . Supongamos que [, Z 0. Aplicando de nuevo el Lema se
obtiene que B, ={u1 Uy, ,...,en} es basede E'.

Se repite sucesivamente el proceso hasta sustituir todos los vectores u, ,u, ,u,,...,u, . Es claro que
k < n, pues si fuese k > n, una vez sustituidos todos los vectores u; posibles, obtendriamos
B, ={u1 Uy Uy ,...,un} , base de E, y los vectores u

u .,u, serian combinacion lineal de los n

n+l >“n+2 00"
primeros, lo cual contradice el hecho de que {u1 Uy Uy ,...,uk} sea un sistema libre.
Por tanto k£ < n y, después de sustituir £ de los n vectores de B por los k vectores

U, Uy ,Uy,...,u, , se obtiene el sistema B, ={u1,uz,u3,...,uk,e,.I ., ,...,e,.H} que es base de E.

Demostracién del teorema de la base:

Supongamos que B, ={e1 ,€,,05 ,...,en} y B, ={u1 Uy Uy ,...,um} son dos bases de un espacio
vectorial £. Tomando B, como basey B, como sistema libre y aplicando el teorema de Steinitz se
verifica que m < n. Tomando después B, como basey B, como sistema libre y aplicando de nuevo el
teorema de Steinitz se verificaque n <m.

Por tanto m = n, y ambas bases tienen el mismo nimero de elementos.
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Definicidn: Se llama dimensién de un espacio vectorial £ de tipo finito al nimero de elementos de
cualquiera de sus bases y se denota por dim E .

Corolario 1:
Si E es un espacio vectorial de dimensién n, entonces toda coleccién de n vectores de £ que sean
linealmente independientes entre si constituyen una base de E'.

Demostracion:
Consecuencia inmediata del teorema de Steinitz.

Corolario 2:
En un espacio vectorial £ de dimension n se verifica que todo conjunto de m vectores, con m > n , es

ligado.

Demostracion:
Si fuese libre, por el teorema de Steinitz, deberiaser m<n.
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