como

REPRESENTACION DE FUNCIONES

El estudio de la derivada de una funcidn, junto con otras consideraciones sobre las funciones tales

el estudio de su campo de existencia (dominio), de sus puntos de corte con los ejes, de sus simetrias

y de sus limites, nos permiten representar graficamente las funciones con relativa facilidad.

La representacidn grafica la obtendremos siguiendo las etapas:

S®m *0 o0 T oo

Ccasos

Estudio del campo de existencia de la funcién (dominio).

Cortes de la grafica de la funcion con los ejes de coordenadas.
Simetrias de la funcidn.

Limites de la funcidon en los puntos frontera de su campo de existencia.
Rectas asintotas.

Maximos, minimos y puntos de inflexion.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Curvatura de la funcién. Intervalos de concavidad y convexidad.

Estas etapas, en general, nos ayudan a construir la grafica de las funciones, pero en alguno de los
no es necesario acudir a todas ellas para representar la funcién, que es, en definitiva, lo que nos

interesa. También es importante recordar que, a veces, tomando valores, con unos pocos puntos, se avanza

muy rapidamente en la representacién grafica de la funcién.

a.

Dominio

En este apartado debemos buscar los puntos x tales que f(x) sea real; luego debemos excluir los

puntos, si los hay, que anulen los denominadores, los valores que hagan negativo el radicando para las

raices

de orden par, los valores que hagan nulos o negativos expresiones en las que tengamos que obtener

sus logaritmos, etc.

Ejemplos:
., 3x+1 .
— Enlafuncidn f(x) =————, el denominador se anula para los valores x =1, x =3, luego el
x —4x+3
campo de existencia consistird en todos los numeros reales excepto el 1 vy el 3

Domf =R~{1, 3} otambién Domf =(-,1)U(1,3)U(3,).
Si consideramos la funcidn f(x)=\/4—2x2 , debemos excluir los valores que verifiquen

4-2x* <0, es decir, seran validos los puntos x que cumplan 4—2x">0. Asi el campo de

existencia estara formado por todos los numeros reales comprendidos entre —\/5 y \/5:
Domf=[—\/§,\/5].

Para la funcidon f(x) = 1n(2x—1) , excluimos los valores que verifiquen 2x—1<0, es decir, los

1
puntos tales que x < 5; luego el campo de existencia estara formado por todos los nimeros reales

1 1
mayores que —: Domf =| —, o0 |.
yores que f [2 j
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b. Corte con los ejes

Si queremos encontrar los puntos de corte con el eje de ordenadas, basta con hacer x=0. Si
gueremos encontrar los puntos de corte con el eje de abscisas, resolveremos la ecuacion y=0.

Ejemplos:

— Consideremos la funcidn f(x) = x> —x—2; su corte con el eje de ordenadas se obtiene haciendo
x=0,luego y= f(O) =-2 yel punto de corte es el (0,—2) . Los puntos de corte con el eje de
abscisas se obtienen resolviendo y =0, es decir, x’=x=-2=0 y los puntos de corte son el
(-1,0) yel (2,0).

— En la funcién f(x) = ln(2x+3) ; su corte con el eje de ordenadas sera el punto (O,In 3) .Con el

eje de abscisas se obtienen resolviendo y =0, es decir, 2x+3=1 y el punto de corte sera

(-1,0).

c. Simetrias

Nos preguntamos en este punto si la funcién es par, impar o ninguna de las dos cosas. Si la funcién es

par, es decir, f(x) = f(—x) para todo valor de x, la curva serd simétrica respecto del eje OY; si la funcién

es impar, es decir, f(—x) = —f(x) para todo valor de x, la curva serd simétrica respecto al origen de

coordenadas. En otro caso la funciéon no presenta simetrias de este tipo.
Ejemplos:

— Son funciones pares y por tanto simétricas respecto del eje OY:

Y =x*-4, ..

— Son funciones impares y por tanto simétricas respecto al origen de coordenadas:

2

y=x>, y=cosx, y=x'-2x*, y=e", y=|x

1
y=x, y=senx, y=x3—x, y==, y:%, yzi/;’----
X 1+x

d. Limites

Particularmente importantes, en este punto, son los limites cuando x tiendea % o cuando y
tiende a 0o, En algunos casos estos limites nos dardn a conocer ecuaciones de asintotas como veremos
en el apartado siguiente.

e. Asintotas

Un punto sobre una curva y = f(x) se aleja infinitamente cuando su abscisa, su ordenada o ambas

coordenadas crecen infinitamente. Llamaremos recta asintota a toda recta tal que la distancia desde un
punto P de la curva, que se aleje infinitamente, a la recta tienda a cero. Hay varias posibilidades para ellas.
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Si lim f(x) =b (numero real), larecta y =b es una asintota horizontal.

X0

Si Zimf(x) =00 (con a numero real), larecta x =a es una asintota vertical.

X—-a
Si al alejarse infinitamente un punto de la curva, x e y crecen infinitamente, para que la recta
y =mx+n sea una asintota oblicua debe tender a cero la diferencia entre las ordenadas de la

recta y la curva para la misma abscisa. Esta definicion lleva en si un método de cdlculo para los

X
coeficientes m y n. m=lim—f()
X -0 X

(nimero real distinto de cero); y si existe,

n =£i17i[f(x)—mx:|.

Ejemplo:

Consideremos la funcion f(x) =

f.

x2 -1

X

s 1 , .
lim =lim| x—— | =, luego no hay asintotas horizontales.

X — 00 X X — 00 X
x> -1

lim = o0, luego la recta x =0 es una asintota vertical. Deberiamos entonces analizar los

x-0 X

limites laterales en x =0 para determinar la posicién de la grafica de f(x) con respecto a la

asintota.

X -1 1
lim f( ):Zim ad — =lim (1——2j:1:m:1, entonces obtenemos n de la expresién

X 00 X X 00 X X 00 X

. (X -1 .=l . .
lim [f(x) —mx] =lim —x |=lim — =0, luego larecta y =x es una asintota oblicua.
X - 00 X — 00 x X — 00 x

Maximos, minimos y puntos de inflexién

Los mdaximos y minimos que estén situados sobre puntos en que la curva sea derivable se obtendran

facilmente a partir de los teoremas dados sobre las derivadas de orden n, a saber:

“Sea f(x) una funcion tal que f'(xo) =0.si [ (xo) <0, f(x) tiene en X, un mdximo y si

f"(x,) >0, la funcién presenta en x, un minimo.”

“sea f(x) una funcion derivable n veces en un punto x, y tal que
(%) =,"(x%) == /(%) =0y U (x,)20.

~ sinespary f")(x,)<0, f(x) tiene en x, un méximo.

~ sinespary £ (x,)>0, f(x) tiene en x, un minimo.

- Sinesimpar, f (x) tiene en x, un punto de inflexion (punto de silla).”
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Los puntos de inflexidn estardn entre los que resulten de resolver la ecuacion f"(x) =0.

Debemos tener cuidado en esta etapa ya que no en todos los puntos donde existen maximos o

2
minimos la funcién es derivable, como ocurre en la funcidn f(x) =x+xA que representaremos mas

adelante.

g. Crecimiento y decrecimiento

El corolario del teorema del valor medio (de Lagrange) que nos dice: “Si f'(x) >0 para todos los
puntos x de un intervalo, f (x) es creciente en ese intervalo. Si f" (x) <0 para todos los puntos x de un

intervalo, f(x) es decreciente en ese intervalo” nos da resuelto practicamente, salvo algunos problemas

de calculo, este apartado. Debemos tener cuidado, como en el apartado anterior, con los puntos en los que
la funcién no sea derivable.

h. Curvatura

Para analizar la curvatura de una funcién debemos seguir alguno de los siguientes criterios:

v Sea f (x) una funcioén que tiene segunda derivada continua en un entorno del punto Xx,

- S f"(xo) <0, f(x) presenta en X, una curvatura de la forma /\
- Si f"(xo) >0, f(x) presenta en X, una curvatura de la forma \_/

v Sea f (x) una funcion que tiene derivadas hasta el orden n en un entorno del punto x,, donde

ademds ") (x) es continua. Si " (xo) =f"'(x0) == fU7 (xa) =0 y s (xo) £0,
entonces:
— Sinespary f(") (xo) <0, f(x) tiene en X, una curvatura de la forma /_\
— Sinespary f(") (xo) >0, f(x) tiene en x, una curvatura de la forma \/
- Sinesimpar, f (x) tiene en x, un punto de inflexion.
No obstante, dada la complejidad de los cdlculos que pueden presentarse, la curvatura de una

funcién no suele analizarse (salvo peticién expresa) puesto que con los apartados anteriores, normalmente,
tendremos informacidn suficiente para dibujar la grafica.
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EJEMPLOS
° f(x) =x'-2x°
Dominio: Dom f =R ; ya que un polinomio estd definido siempre

Cortes con los ejes:
eje OY : x=0= f(O) =0; corte en (0,0)

ejeOX:y=0:>x4—2x2=0:>x=0,x=\/§,x=— 2; cortes en (0,0),(\/5,0))/(—\/5,0)

Simetrias: f(—x) = (—x)4 -2 (—x)2 =x'-2x" = f(x), luego la funcién es par y presenta una simetria

respecto del eje OY.

Limites: lim(x4 —2x2) =limx* (xz —2) =limx* [I]im(x2 —2) = o0, por simetria lim (x4 —2x2) =00,
— No tiene asintotas horizontales.

— No tiene asintotas verticales porque lim(x4 —2x2) Zoo, HaOR.

4 2
.oX T —2x . .
— Tampoco tiene oblicuas ya que m =lim—— = hm(x3 —Zx) = hmx(x2 —2) =00
X0 X X 00 X 00

Ma3aximos, minimos y puntos de inflexién:

Por tratarse de un polinomio la funcién es derivable en todo su campo de existencia, luego todos sus
maximos y minimos se obtendrdn a partir del estudio de sus derivadas.

f(x)=4x" —4x
f'(x)=0=4x’ -4x=0= 4x(x’ -1)=0= x=0, x=-1, x=1
x)=12x -4

)

Crecimiento y decrecimiento:

Dividimos el campo de existencia en los siguientes intervalos (—00,—1); (—1,0); (0,1); (1,00) . Tenemos
que estudiar el signo de f'(x)=4x(x2—1) en cada intervalo para determinar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento. Esto equivale a resolver una de estas inecuaciones: 4x(x—1)(x+l) <0 o

4x(x —1) (x +1) > (. Para ello utilizaremos la siguiente tabla:
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(om1) -1 (L) Jo | (o) L (L)
X - - - 0 + + +
(x—l) - - - - - 0 +
(x+1) - 0 + + + + +
4x(x—1)(x+1) - 0 + 0 - 0 +

De aqui se deduce que la funcidn es creciente en los intervalos (—I,O)U(I,OO) y es decreciente en los

intervalos (—00, —1) U(O,l) )

Con todos los datos obtenidos podemos representar la funcién:

¥

15
1
0,5
mdximo enx=10
0 %
-3:5 =3 -2;5 =2 = = -0,5 1) 0,5 1 a 2 2,5 g 3,5
-0,5

'pio inflexidn pio inflaxion

" i minimic en x=1

2
<> f(x) =x+xA
Dominio: Dom f =R ; ya que es suma de un polinomio que esta definido siempre y de una raiz ctbica

que igualmente esta definida para todos los niumeros reales.

Cortes con los ejes:

ege OY :x=0= f(0)=0;c0rte en (0,0)
ejeOX:y=0:>x+5/x_2=03%/x_2(%/;+1)=03x=0, x =-1; cortes en (0,0) y (—1,0)

Simetrias: f(—x) = (—x) +\3l(—x)2 = —x+%/x_2 z if(x), la funcidén no es par y tampoco impar luego

no presenta simetrias de las consideradas.
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Limites: lim(x+x%)=00, lim (x+x%)= lim x(l+ij=—mﬂl=—oo .

X500 X —00 X - —00 Hx

— No tiene asintotas horizontales.

— No tiene asintotas verticales porque lim(x +R/x? ) Zzoo , HalR.

X—-a
%
, . .ox+x3 1
— Buscamos una asintota oblicua: m=lim——— =lim 1+7 =1+0=1 , calculamos
X 00 X X — 00 3
X

2 2
entonces el valor de n = hm[f (x) —x] = 11m(x+xé —x) = hmxA =00, 11 no existe, con lo
X — 00 X =00 X 00
que parece que no hay asintota oblicua, aunque la recta y = x vy la curva se aproximan tanto como

gqueramos para valores de x — oo (comprobarlo en el programa Graphmatica alejando
suficientemente el zoom). Esta asintota no nos resulta de utilidad para la representacién puesto
que en el trozo que dibujamos esta alejada de la curva.

Ma3aximos, minimos y puntos de inflexién:

U 2 1
f (x) =1 +F , entonces f (x) no esta definida para x =0, luego el estudio que hacemos para
b

determinar maximos y minimos excluye ese punto del que por ahora no podemos decir nada.

f'(x)=0:>1+3i=0:>3%/§+2=0:»%/¥=—§:»x=—2—87

R/x

ipy__ 2
/(%) o

2 4
f"(—ij =——<0=enx= —% la funcion tiene un mdximo. Punto (— 8 j

27 + 27727

2
f"(x) =0= - %/_4 =0, que no tiene solucion, luego no hay puntos de inflexion.
9Vx

Crecimiento y decrecimiento:

8 8
Dividimos el campo de existencia en los siguientes intervalos (—W,—Ej; (—E,Oj; (0,00).

Tenemos que estudiar el signo de f'(x) =1+ en cada intervalo para determinar los intervalos de

2
33/x
n n . . . 2 33x+2
crecimiento y decrecimiento. Esto equivale a resolver la inecuaciéon: 1+——=>0 o 3—\/_
3R/x

33x

>(. Para

ello utilizaremos la siguiente tabla:

=g A (e o] e

Rx+2 E 0 N N N
3x - - - 0 +

33x+2
3/x
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8
De aqui se deduce que la funcién es creciente en los intervalos [—00, -— (U (0,00) y es decreciente en el

8
intervalo [—2—7,0 . A la vista de estos resultados podemos deducir que la funcién presenta un minimo en

el punto x =0, conclusidn a la que no habiamos podido llegar mediante el estudio de la derivada.

Con todos los datos obtenidos podemos representar la funcién:

¥

maximo en x=-8/27

7

<> f(x) =x-—senx
Dominio: Dom f =R ; ya que es suma de un polinomio que esta definido siempre y de la funcién seno
que igualmente esta definida para todos los numeros reales.

Cortes con los ejes:

ege OY :x=0= f(O) =0; corte en (0,0)

egje OX:y=0= x—senx =0 = x =0 (el crecimiento nos confirma que no hay mas); corte en (0,0)

Simetrias: f(—x) = (—x) —sen(—x) =—x+senx= —f(x) , luego la funcién es impar y presenta una

simetria respecto del origen de coordenadas.

Limites:

lim (x —sen x) =oco, lim (x —sen x) = —o0 , puesto que la funcién seno esta limitada entre -1 y 1.

X -0 X =00
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— No tiene asintotas horizontales.

— No tiene asintotas verticales porque lirn(x —sen x) Zzoo , OalOR.

X-a

, ) . _X—senx sen x
— Buscamos una asintota oblicua: m=lim—— =lim| 1-— =1-0=1, calculamos el
X 00 X X — 00 X
valor de n= lim[f x} = llm(x senx— x) = lim sen x = valor no determinado, con lo
X0 X 00

que no existe asintota oblicua, aunque la recta y = x estara muy relacionada con la curva.

Maximos, minimos y puntos de inflexion:

La funcidn es derivable en todo su campo de existencia, luego todos sus maximos y minimos se obtendrdn a
partir del estudio de sus derivadas.

U

(x) =1-cosx
(x)
"(x) =senx

(2 ) 0; f'"(x) =cosx, f'"(2k7T) =1#20= en x=2km (kUOZ) la funcidn tiene puntos de silla
( ) 0= senx=0=x=2kmyx= (2k+1)7T; como f'"(2k7T) =1#£0 y f"'((2k+1)7T) =-1%£0

0=>1-cosx=0=cosx=1= x=2kmr (kDZ)

n

f
f
A
f

hay puntos de inflexion (en x = 2k1T hemos visto que son de silla).

Crecimiento y decrecimiento:

Tenemos que estudiar el signo de f'(x) =1-cos x para determinar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento. Esto equivale a resolver la inecuacion: 1—cosx >0 pero como 1—cosx =0 la funcién es

siempre creciente salvo en los puntos de silla que tiene tangente horizontal.

Debemos fijarnos en que la funcidn f(x) =x—senx corta alarecta y=x en las soluciones de la

ecuacion x =x—senx = senx =0 = x =k (k DZ) , es decir, en todos los puntos de inflexion que es

donde hay cambio de curvatura, por tanto este es un caso en el que se hace necesario analizarla.

Curvatura:
Veamos el signo de la segunda derivada,

f"(x) >0 = senx>0=> xD(O,ﬂ)U(ZlT,37T)U(47T,57T)U.... , es decir, en los intervalos de la
forma (2kﬂ, 2km+ ]T), la funcidn presenta una curvatura \/
f"(x) <0= senx<0 = xD(ZT,27'[)U(37‘[,471)U(57‘[,67‘[)U.... , es decir, en los intervalos de la

forma (2k71+ T, 2kr+ 277) , la funcidn presenta una curvatura /\

Con los datos obtenidos podemos representar la funcion:

jlmat.es Representacion de funciones. Pagina 9




Dominio: Dom f =R —{1} ; ya que es un cociente de polinomios y el denominador se anulaen x =1.

eje OY : x=0= f(0)=0; corte en (0,0)
3
eje OX:y=O:>x—1)2=O:>x3=O, x=0; corte en (0,0)
-

Cortes con los ejes:

() _ -
(=x=1)" (x+1)

presenta simetrias de las consideradas.

Simetrias: f(—x) = e tf (x), la funcién no es par y tampoco impar luego no

3 2 3
Limites: limx—zélimLélimQZm, del mismo modo limx—2=—oo (£ indica
e (=) e2(x-l) w2 = (x-1)

que aplicamos la regla de L'Hopital).
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— No tiene asintotas horizontales.

3 3
- lim al > =+, lim > =+00; larecta x =1 es asintota vertical.
x-1 (x—l) x-1 (x—l)
3 2
. . . 2 .2
— Buscamos asintota oblicua: m =lim il > =lim i zéhm il 2lim==
cex(x-1)’ e (xml)t ee2(x1) w2
3 2
. . X . 2x"=x A, 4x-1 ., 4
n=1lm x)—x|=lim| ———-x |=lim = lim =lim—=
xﬁm[f() :I xaw[x2—2x+1 j roox? =2x41 x-22x—=2 x-=2

Conlo quelarecta y = x+2 es asintota oblicua para la funcion.

Ma3aximos, minimos y puntos de inflexién:

Por tratarse de una funcién derivable en todo su campo de existencia, todos sus maximos y minimos se
obtendran a partir del estudio de sus derivadas.

3x? (x—l)2 —x32(x—l) _ 3x° (x—l)—Zx3 _ x° (x—3)

/)= (x-1)° (x-1) (=)
f'(x)=0 x(zx(il_)f)=0:>x2(x-3)—0:>x—0a x=3
(===

f"(3) =% >0 = en x =3 la funcion tiene un minimo. Punto (3,277)

f"(O) =0= f"'(x) :% , f’"(O) £0,en (0,0) la funcion tiene un punto de silla
y—
fM(x)=0= 6—x4 =0 = x=0; punto de inflexion encontrado antes.

(x-1)

Crecimiento y decrecimiento:

Dividimos el campo de existencia en los siguientes intervalos (—00,0); (0,1); (1,3); (3,00). Tenemos

x’ (x —3)
(x-1)

crecimiento y decrecimiento. Esto equivale a resolver una de estas inecuaciones:

x’ (x —3)
=)

que estudiar el signo de f'(x)= en cada intervalo para determinar los intervalos de

x’ (x—3)

<0 o
(x-1)

> (. Para ello utilizaremos la siguiente tabla:
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(~.0) (0.1) (1.3) 3 (=)
(xx_3) - - - - - 0 +
(x-1)° - - - 0 - - +
x(zx(il_)i) + 0 + 4 - 0 +

De aqui se deduce que la funcién es creciente en los intervalos (—OO,O)U(O,I)U(3,°0) y es decreciente

en el intervalo (1,3).

Con los datos obtenidos representamos la funcion:

20

15

10

\y:x-l-z

b sl

-10

Dominio: Dom f =R —{1} ; ya que el denominador del exponente se anulaen x =1.

eje OY : x=0= f(O) =e™'; corte en (O,e_l)
x+1

ege OX:y=0=> e =0 = no hay cortes con eje OX

Cortes con los ejes:
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—x+1

Simetrias: f(—x) el # if(x), la funcién no es par y tampoco impar luego no presenta simetrias de

las consideradas.

xH fim <1 X+
.. . o i — . . -1 —
Limites: lime*! =e~*1 =¢ =¢, del mismo modo lim e*' =e¢.
X 00 X — —00
— Larecta y =e esuna asintota horizontal.
x+l limx—.'-1 a+l limx—-'-1
- lime* =" =™ =00 ; lime* =e" =¢™ =0. La recta x=1 es asintota vertical
x-1 x-1"
cuando x — 17
x+l1 x+l
el lime*! e
. ’ . p— -_— X -0 —-— -
— No tiene asintotas oblicuas porque m =lim === =-—=0
Yo x limx oo

Maximos, minimos y puntos de inflexidn:
Por tratarse de una funcién derivable en todo su campo de existencia, todos sus maximos y minimos se

obtendran a partir del estudio de sus derivadas.

-2 X+
! — g~
f (x) (x_l)Z

X+l
i _ _2 ] — . ., ., . .. . ;.
f (X) =0 = P ] =0 que no tiene solucién por lo que la funcidon no tiene maximos ni minimos.
(x—l
+1
4x X

T ARIES f"(x)=0 = 4x=0= x=0, en (O’e'l) hay un punto de inflexidn.

f"(x) =W

Crecimiento y decrecimiento:

Dividimos el campo de existencia en los siguientes intervalos (—00,1) ; (1,00). Tenemos que analizar el
x+1 x+1
. ' -2 ol . 2 -1 e
signo de f (x) = [~ en esos intervalos, pero como (x—l) y e*”! son positivos en todos los
(x-1)
puntos de los intervalos, 1" (x) <0 siempre, por tanto la funcién es decreciente en todo su dominio.

v" Hay que sefialar que aunque la funcién decrece cuando x - 1" y lim f(x) =0, no existe
xo1

minimo. Si es cierto que inf ' =0 pero éste no pertenece al conjunto imagen.

Curvatura:
Veamos el signo de la segunda derivada,

4x =
7[&*" >0 vy esto se cumple cuando x>0, por tanto para xD(O,l)U(l,OO) la

(x-1)
funcidén tiene una curvatura \/
f"(x) <0 serd cuando x <0 y paralos x[I (—00,0) la funcién tendra una curvatura /\

f"(x)>0 =
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Con los datos obtenidos representamos la funcion:

25Fy
20
15
10
a
y=e
\& .
-14 -1z -10 -8 -6 -4 -2 1] 2 4 [} 8 10 1z 14 1
x=0 pto de inflexidn
-5 —_—y=]

jlmat.es

Representacion de funciones. Pagina 14




